Thomas Kriamer

Lineare Algebra II

HU Berlin, Sommer 25

(Version vom 15. Juli 2025)






Inhaltsverzeichnis

[ Die Jordan-Normalform| . ....................................... 1
................................................ 1

Z Trigonalisierbare MATZE . . . .« .« v e 3
3____Die Jordan-Normalforml............. ... ool 6

4 Eindeutigkeitder INK............ ... ...l 6

| xistenz und Berechnung der JNH . ......... ... ... ........ 6

1e Jordan-Chevalley Zerlegung|............. ... .. ........ 6

T POTyROME VOR MAIIZON] - -« -+« v e e e ee oo 10

I8 Potenzrethen von Matrizenl. . . ............ooo i, 16
IT__EukKlidische und unitire Vektorraume ............................ 21
I Bilinear- und Sesquilinearformen| ............................. 21

2 Skalarprodukte und Normen| ........... ... ... ... ... . .... 28

|3 Orthogonalitit und das Gram-Schmidt Verfahren|................ 36

: as Hauptminorenkritertum|. .. ........ .. .. .. .. . L L. 43
[>_Orthogonale und unitire Abbildungen| ......................... 46

| ualitat und adjungierte ildungen| ............ ... ... ..., 53

[7 Der Spektralsatz] ....... ... .. 58

[IT Multilineare Algebral . ..............................ccoivui.n.. 71
11 Das Tensorprodukt] ........ ... i 71

2 Funktorielle Eigenschaften|................ ... ... ... ... .. 71

|3 Symmetrische und dulere Potenzen| ..................... ... ... 71

B Symmetrische und duBere Algebren| . .......................... 71

‘ Aume u ete ante 71

71

[IV"Moduln tiber Haupfidealringen|. . ................................ 73
(I Moduln tiber Ringen|................ .. ... .o 73

P Tdeale und Haupidealtinge] - . .. v v 77

13 Teilbarkeit in Hauptidealringen|............ ... ... ... o . 79




Inhaltsverzeichnis

15 Moduln iiber Hauptidealringen| ...............................







Kapitel 1
Die Jordan-Normalform

Zusammenfassung Wir haben gesehen, dass man viele Matrizen durch geeigneten
Basiswechsel in eine Diagonalform bringen kann. Nun wenden wir uns der Frage
zu, wie sehr sich nicht-diagonalisierbare Matrizen durch Basiswechsel vereinfachen
lassen. Uber algebraisch abgeschlossenen Korpern ist jede Matrix trigonalisierbar,
d.h. sie ldsst sich auf eine Dreiecksform bringen. Allgemeiner gilt dies fiir jede
Matrix, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Die Wahl einer
Trigonalisierung lédsst noch viele Freiheiten; das diesbeziiglich optimale Resultat
ist die Jordan-Normalform, die alle trigonalisierbare Matrizen bis auf Ahnlichkeit
klassifiziert und mit der man fast wie mit Diagonalmatrizen rechnen kann.

1 Einfiihrung

Wir wollen fiir einen gegebenen Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen
Vektorraumes tiber einem Korper K eine Basis finden, beziiglich der f durch eine
moglichst einfache Abbildungsmatrix beschrieben wird. Wenn wir von einer festen
Basis ausgehen, lauft dies hinaus auf die Suche nach einem guten Basiswechsel:

Definition 1.1. Zwei Matrizen A, B € Mat(n x m, K) heiRen dquivalent zueinander,
wenn es eine invertierbare Matrix S € GL,(K) gibt mit B = S~'AS.

Dieser Begriff definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf Mat(m x n,K), und wir
suchen in jeder Aquivalenzklasse einen moglichst einfachen Reprédsentanten. Im
einfachsten Fall konnte das so aussehen:

Definition 1.2. Eine Matrix A € Mat(n x m,K) heiit diagonalisierbar, wenn eine
invertierbare Matrix S € GL,(K) existiert, sodass gilt:

M 0

S7'AS = Diag(Ay,...,4,) = mit Ay,..., 4, € K
0 A
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Wenn wir so eine Diagonalisierung finden konnen, ist das sehr praktisch fiir das
Berechnen von Matrixpotenzen: Es gilt dann

M0
Ak = §. 57! firalle k € N.
0 A

Fiir K = R erhalten wir dann z.B. einen einfachen Beweis fiir die Konvergenz der
Exponentialreihe

- eM 0
A k -1
A —A* =S S
I;O k! 8 ' eg)l

und konnen damit lineare Differentialgleichungssysteme 16sen:

Beispiel 1.3. Gesucht seien fiir 1 < i < n differenzierbare Funktionen y; : R — R
mit der Eigenschaft

apyi(x)+ -+ aiyn(x)

i (%)

y;z(x) = an1)y1 (x) +--- +annyn(x)

Dies ist ein lineares Differentialgleichungssystem, das sich in der Matrixform

yi(x)
y(x) = A-y(x) fir yx)= | ... |, A= (a;€Mat(nxmR))

yn(x)

darstellen ldsst. Aus dieser letzten Darstellung konnen wir im diagonalisierbaren
Fall sofort ablesen, dass die allgemeine Losung des Systems gegeben ist durch

y(x) = - y(0).

Mit elementaren Abschitzungen kann man zeigen, dass die Exponentialreihe auch
fiir nicht diagonalisierbare Matrizen konvergiert und die obige Formel fiir y(x) auch
in diesem Fall richtig bleibt. Aber wie berechnet man ¢*4 dann?

Fiir solche Anwendungen mochten wir auch Matrizen A € Mat(n x m,K), die
nicht diagonalisierbar sind, durch Basiswechsel in eine moglichst einfache Form
bringen. Wir definieren dazu das Spektrum S(A) C K als die Menge der Eigenwerte
von A. Fiir A € S(A) betrachten wir

¢ den Eigenraum E(A, 1) := ker(A — A1),
* seine geometrische Vielfachheit d(A, 1) = dimg E(A, 1),
* seine algebraische Vielfachheit e(A,A) = ord,_; xa(?).
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Bei der Diskussion von diagonalisierbaren Matrizen in Teil I der Vorlesung hatten
wir
D E@AA) CK' und d(A,1) < e(A,A)
AeS(A)

gesehen. Wir hatten uns auBerdem iiberlegt, dass folgende Aquivalenzen gelten:

A diagonalisierbar <= (P E(A,A)=K"
A
— Y dAA)=n
A

<= xa(t) zerfillt iiber K in Linearfaktoren
und d(A,A) = e(A,A) fiir alle A € S(A).

Beispiel 1.4. Fiir A € R betrachte man die Matrix

A0
= (13)
Hier ist x4 (t) = det(t-1—A) = (t — A)? und die Matrix A ist nicht diagonalisierbar,

denn
dAA) =1 < e(a,A) = 2.

Dennoch kann man mit dieser Matrix prima rechnen: Denn es ist A = A -1+ N fiir

die Matrix
(00N . ., (00
= (10) mit N7 = (00)’

k k k k—i Ak 0
A= QLN = 2F e AN = (T

und somit folgt

Wir wollen uns in diesem Kapitel iiberlegen, welche Matrizen man durch einen
Basiswechsel auf eine dhnlich einfache Dreiecksgestalt bringen kann.

2 Trigonalisierbare Matrizen

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K.

Definition 2.1. Ein Endomorphismus f € Endg (V) heiBt trigonalisierbar (iiber K),
wenn eine Basis % von V existiert, beziiglich der er dargestellt wird durch eine

Dreiecksmatrix
M 0

"
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Wir wollen zeigen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn das charakteristische
Polynom y(t) iiber K in Linearfaktoren zerfillt. In diesem Kontext ist der folgende
Begriff wichtig:

Definition 2.2. Ein Untervektorraum U C V heillt f-invariant, wenn gilt:
f(u) e U furalle u € U.
Beispiel 2.3. Seien f,g € Endg (V) mit fog = go f gegeben. Dann gilt:
a) Der Kern ker(g) C V ein f-invarianter Untervektorraum, denn
u €ker(g) = g(f(u)) = f(g(u)) = f(0) =0 = f(u) €ker(g)

b) Das Bild im(g) C V ist ein f-invarianter Untervektorraum, denn

ueim(g) = IweV:u=gw) = f(u) = f(g(w)) = g(f(w)) € im(g)
Fiir A € K erhalten wir insbesondere f-invariante Untervektorrdume
ker((f—A-id)*) cv
im((f —A-id)*) CV
Die Bedeutung f-invarianter Untervektorriume erklirt sich aus dem
Lemma 2.4. Sei U CV ein f—invarianter Untervektorraum und W :=V /U.
a) f induziert Endomorphismen

fu = f|U S El‘ldK(U)
Sw:=(f modU) € Endg(W)

b) Sei o7 = (v1,...,vq) eine Basis von U und B = (vi,...,V4,Vd+1,---,Vn) eine
daraus mittels des Basisergdnzungssatzes gewonnene Basis von V. Dann bilden
die Restklassen [v;] := (v+U) € W =V /U fiir d < i < n eine Basis € von W
und es gilt

Beweis. a) Fiir fy ist dies klar. Fiir fi setzen wir fiy(w) := [f(v)] firw=[v] e W
und rechnen nach, dass dies wohldefiniert ist:
V] =p]eW =V =v+ufireinuecU
= (V) = f(v) + f(u)
= [fO)]=[f(W)]ew
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b) Sei M»(f) = (ajj). Dann gilt

n d n
) = Yaij-vi =Y avi+ Y, ayvi
i=1 i=1

i=d+1
——
ev € (Vay1seVn)

Fiir j < d ist dabei v; € U, also auch f(v;) € U = (v1,...,v4). Somit folgt a;; =0
fiir alle Indexpaare (i, j) mit i > d und j < d, und wir erhalten die angegebene
Blockform fiir die Abbildungsmatrix. a

Bemerkung 2.5. Wir haben hier eine obere Blockdreiecksmatrix erzeugt. Wenn wir
die Basis umnumerieren geméaf

A= (vgye.eov1), B = (VyyV—1,-. oy Va3 V1), C = (valy-- -5 [Va+1]),

erhalten wir stattdessen eine untere Blockdreiecksmatrix

Mg(f) = (Méifw) Mg?fu))'

Die Eintriige * sind Null genau dann, wenn der Untervektorraum (vg1,...,v,) <V
ebenfalls f-invariant ist. Das kann man nicht immer erreichen! Unabhéngig davon
gilt jedoch in der Situation des obigen Lemmas stets

Xr(t) = 2p, (1) - 253 (2)-
Dies fiihrt auf die folgende Charakterisierung trigonalisierbarer Endomorphismen:
Satz 2.6. Fiir f € Endk (V) sind dquivalent:

a) f ist trigonalisierbar.
b) xr(t) =TI, (t — A;) mit A; € K.

c) Es gibt eine Kette von f-invarianten Untervektorriumen

0=VWCWViC - CV,=V mit dimgV; =1 fiirallei.

=

Beweis. Aus a) folgt sofort b). Aus b) erhilt man ¢): Wenn x/(¢) = [[;(r — A:) ist,
hat f insbesondere einen Eigenwert A; € K. Sei v € V ein zugehoriger Eigenvektor,
dann ist V| = (v;)k ein f-invarianter Untervektorraum der Dimension dimg V; = 1.
Wir betrachten nun den Quotienten

W =V/V.

Wegen xr(t) = (t — A1) - Xp,, (1) ist gy, (1) = [Ti>1(t — A;). Per Induktion iiber die
Dimension gibt es somit eine Kette f-invarianter Untervektorrdume

O=W W C---CW_ =W mit dimgW;, =i fiirallei.

=
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Fiir i > 1 definieren wir V; C V als das Urbild von W;_;, dann gilt ¢). Aus c) folgt
wiederum a), indem man eine Basis (v, ...,v;) von V wihlt mit

Vi = (vi,...,vi)x fiirallei,
denn in einer solchen Basis wird f durch eine Dreiecksmatrix dargestellt. O

Korollar 2.7. Falls K algebraisch abgeschlossen ist, dann ist jedes f € Endg (V)
trigonalisierbar.

Man beachte, dass die Trigonalisierbarkeit einer Matrix noch viel Freiraum fiir
Wiinsche ldsst: Z.B. ist die Matrix
A0
1y

in Dreiecksform, aber fiir A # u wire sie sogar diagonalisierbar. Wir wollen als
nichstes alle trigonalisierbaren Matrizen auf eine moglichst einfache Dreiecksform
bringen (die im diagonalisierbaren Fall eine Diagonalmatrix sein wird).

3 Die Jordan-Normalform

[sieche handschriftliche Notizen]

4 Eindeutigkeit der JNF

[siehe handschriftliche Notizen]

5 Existenz und Berechnung der JNF

[siehe handschriftliche Notizen]

6 Die Jordan-Chevalley Zerlegung

Die Jordan-Normalform liefert insbesondere eine Zerlegung von Endomorphismen
in zwei einfache Bestandteile: Die Eigenwerte auf der Diagonalen, und die Einsen
auf der Nebendiagonalen. Sei allgemeiner ein Vektorraum V endlicher Dimension
iiber K gegeben. Ein Endomorphismus f € Endg (V) heiBt nilpotent, wenn f* =0



6 Die Jordan-Chevalley Zerlegung 7

fiir geeignetes k € N ist. Aus der Jordan-Normalform erhalten wir die niitzliche
Folgerung:

Satz 6.1 (Additive Jordan-Chevalley Zerlegung). SeiV ein Vektorraum endlicher
Dimension iiber einem Kirper K. Jedes trigonalisierbare f € Endg (V) hat dann
eine eindeutige Zerlegung

f=fatha
mit f; € Endg (V) diagonalisierbar, f, € Endg (V) nilpotent und fyo f, = f, o fu.

Beweis. In einer passenden Basis wird f durch eine Matrix A in Jordan-Normalform
dargestellt, fiir die Existenz der gesuchten Zerlegung geniigt es daher, den Fall einer
Matrix in Jordan-Normalform zu betrachten. Wenn wir die Existenz der Zerlegung
fiir jeden Jordanblock einzeln zeigen konnen, folgt sie fiir die gesamte Matrix. Es
geniigt also, einen einzelnen Jordanblock zu betrachten. In diesem Fall leistet die
Zerlegung

das Gewiinschte. Zu zeigen bleibt nur die Eindeutigkeit. Dazu sei eine beliebige
Zerlegung f = fy + f, mit f; diagonalisierbar, f, nilpotent und f; o f,, = fu, o fu
gegeben. Insbesondere liefert die Diagonalisierbarkeit von f; eine Zerlegung als
direkte Summe

V =@V, firdieEigenriume V) = ker(f;—A-1).
Aek

Durch diese Zerlegung ist f; und damit auch f,, = f — f; eindeutig festgelegt, wir
miissen also nur zeigen, dass die direkten Summanden in der obigen Zerlegung
durch f eindeutig bestimmt sind. Dazu vergleichen wir diese Zerlegung mit der
Hauptraumzerlegung

V = @ ker(f—A -idy)¢ fiir geniigend grofes e >> 0.
Aek

Es geniigt zu zeigen, dass
Vy C ker(f—A-idy)¢

ist fiir alle A € K, denn aus Dimensionsgriinden gilt dann sogar Gleichheit. Um die
obige Inklusion zu zeigen, beachte man zunéchst, dass aus f, o f; = fz 0 f,, auch
folgt:

fofa = (fatfa)ofa = fao(fa+fa) = faof
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Alle betrachteten Endomorphismen kommutieren daher mit f; und schrinken sich
ein zu Endomorphismen von V) = ker(f; — Aidy ). Insbesondere erhalten wir also
Endomorphismen

falv, © Vi — W
(f=Aidy)|y, : Vi — W

Diese sind gleich, denn

(f =Aidy)lv, = (fa+ fu—Aidv)ly, wegen f = fa+ fn
= (fa—Addy)lv, + falv, durch Umstellen
= falv, wegen (fg — Aidy )|y, =0
Da f,, nilpotent ist, folgt wie gewiinscht (f — Aidy )¢|y, = 0 fiir e > 0. O

Die obige Zerlegung als Summe eines diagonalisierbaren und eines nilpotenten
Teils hat ein multiplikatives Analogon, wobei Endomorphismen zu ersetzen sind
durch Automorphismen. Wir nennen f € Autg (V) unipotent, falls f — idy nilpotent
ist. Es gilt:

Korollar 6.2 (Multiplikative Jordan-Chevalley Zerlegung). Wie zuvor sei V ein
Vektorraum endlicher Dimension iiber einem Korper K. Dann zerlegt sich jedes
trigonalisierbare f € Autg (V) eindeutig in der Form

f = faotu

mit fy € Autg (V) diagonalisierbar, f, € Autg (V') unipotent und fy o f, = fy o fu.

Beweis. Sei f = f;+ f, die additive Jordan-Chevalley Zerlegung aus Satz[6.1] Aus
dem Beweis des Satzes wissen wir, dass die Eigenwerte von f iibereinstimmen mit
denen von f;. Da f ein Automorphismus ist, sind die Eigenwerte alle von Null
verschieden und folglich ist auch f; ein Automorphismus. Wir kénnen daher f,
definieren durch

fu = idy+f o f,

und erhalten eine Zerlegung mit den gewiinschten Eigenschaften. Die Eindeutigkeit
folgt analog aus der Eindeutigkeit in der additiven Jordan-Chevalley Zerlegung. 0O

Die additive Zerlegung in einen diagonalisierbaren und einen nilpotenten Teil
ist nicht nur von theoretischer Bedeutung, sondern hilft auch fiir das Rechnen mit
konkreten Matrizen: Seien D,N € Mat(n X n, K) zwei Matrizen mit DN = ND, dann
gilt

m
(D+N)" =Y (;)-D""-N' firalle m € N.
i=0
Wenn D eine Diagonalmatrix ist, kdnnen wir die Potenzen D"~ sofort ausrechnen,
und fiir nilpotente Matrizen N folgt aus der Jordan-Normalform sofort N’ = 0 fiir
alle i > n, sodass in der obigen Summe nur die Terme mit i < n auftreten.
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Beispiel 6.3. Die Matrix
8 6 9
A= 0 2 0| € Mat(3x3,C)
—4 -4 -4

besitzt nur A = 2 als Eigenwert. In der Jordan-Chevalley-Zerlegung A = D + N ist
somit der diagonalisierbare Anteil gegeben durch D = 2 -1, denn skalare Vielfache
der Einheitsmatrix sind nur zu sich selber dhnlich. Der nilpotente Anteil ist dann
gegeben durch

~ O
AN O \©

6
N=A-D = 0
—4 —

Offenbar ist dimker(N) = 3 —rk(N) = 2. Insbesondere folgt N = 0 fiir alle i > 2
ohne weitere Rechnung aus der Jordan-Normalform fiir nilpotente Matrizen, und
wir erhalten fiir beliebige m € N die Formel

14+3m 3m 9m/2
A" = (D4+N)" = D"+m-D"'.N = 2". 0 1 0
—2m -2m 1-3m

Die Jordan-Normalform ist hier

2100
J=sAs'=[o]20 fiir geeignetes S € GL3(C),
0] 12

aber den Basiswechsel S haben wir fiir die obige Formel nicht explizit berechnen
miissen. Das ist der Vorteil der Jordan-Chevalley-Zerlegung!

Falls eine Matrix schon in Jordan-Normalform gegeben ist, dann lassen sich ihre
Potenzen blockweise ausrechnen, indem wir die Jordanblocke potenzieren. Hierfiir
erhalten wir mit der additiven Jordan-Chevalley Zerlegung die folgende Formel:

Lemma 6.4. Sei A = J,(A) ein Jordanblock der Liinge n zum Eigenwert A. Dann
gilt
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lm
-t am
o= | A A

(pyam=2 (mpm=1 qm

wobei wir fiir k > m formal () A" %1 = 0 setzen.
Beweis. Die Jordan-Chevalley Zerlegung hat die Form A = D + N mit
A
D = . und N = .
. A . 1' 0
Die Potenzen N’ sind dabei Matrizen, die Einsen auf der i-ten Nebendiagonalen
haben und deren iibrigen Eintrédge alle Null sind. a

7 Polynome von Matrizen

In der Hauptraumzerlegung haben wir fiir Matrizen A € Mat(n x n,K) die Kerne
der Matrizen (A — A - 1)¥ fiir k € N betrachtet. Wir haben dabei die Matrix A fiir die
Variable ¢ in

(t—A)* € K]

eingesetzt, was Sinn ergibt, da man Matrizen in Mat(n x n, K) addieren, potenzieren
und mit Skalaren multiplizieren kann. Allgemeiner kénnen wir in Polynome in K|t
fiir die Variable ¢t Elemente einer beliebigen K-Algebra einsetzen:

Proposition 7.1. Sei S eine K-Algebra. Dann gibt es fiir jedes s € S genau einen
Homomorphismus von K-Algebren

evs: Klt] — S mit t — s.
Wir nennen evs die Evaluations- oder Auswertungsabbildung im Punkt s.

Beweis. Direktes Nachrechnen. O
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Die obige universelle Eigenschaft erklért die Bedeutung von Polynomringen fiir
die gesamte Algebra. Man beachte, dass die K-Algebra S nicht kommutativ sein
muB. Wenn wir § = Mat(n x n, K) wihlen, erhalten wir fiir A € Mat(n x n,K) einen
Homomorphismus

eva: K[t] — Mat(nxn,K), f — f(A)
von K-Algebren, d.h. wir konnen die Matrix A in beliebige Polynome einsetzen.

Beispiel 7.2. Wenn wir die Matrix
A= (:; ;‘) € Mat(2 x2,Q)

in das Polynom p(¢) = t> — 1 € Q|t] einsetzen, erhalten wir

== (39)-(5)-69) - 69)

Allgemein gilt:
Lemma 7.3. Fiir jedes A € Mat(n x n,K) gibt es ein p € K[t]\ {0} mit p(A) =0.

Beweis. Wir betrachten in dem Vektorraum Mat(n x n, K) die unendliche Folge aller
Potenzen
1,A, A% A% ... € Mat(nxn,K).

Diese unendlich vielen Potenzen konnen wegen dimg Mat(n x n, K) = n* < oo keine
linear unabhéngige Familie bilden. Es gibt also lineare Relationen zwischen ihnen,
etwa

hA" + e AV iAol = 0

fiir geeignete co, ..., c, € K, die nicht alle Null sind. a

Das folgende Lemma liefert fiir eine gegebene Matrix eine Beschreibung samtli-
cher Polynome, welche bei Einsetzen dieser Matrix Null ergeben:

Lemma 7.4. Sei A € Mat(n x n,K). Dann gibt es genau ein Polynom L, (t) € K|t
mit Leitkoeffizient 1, sodass fiir alle Polynome p(t) € K[t] die folgende Aquivalenz
gilt:

p(A) =0 < p(1)isdurch us(t) teilbar, d.h.
Aq(1) € K[r]: p(t) = q(1) - ua(2).
Beweis. Wir beweisen zunichst die Existenz eines Polynoms p4(¢) € K[t] mit der
gewiinschten Eigenschaft: Lemma([7.3]liefert von Null verschiedene Polynome, die

bei Einsetzen von A Null ergeben. Wir wihlen p4(¢) als ein solches von kleinstem
moglichem Grad. Nach Multiplikation mit einem Skalar diirfen wir annehmen, dass
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sein Leitkoeffizient 1 ist. Fiir jedes andere p(r) € K[t] liefert Division mit Rest zwei
Polynome ¢(z),r(t) € K[t] mit

p(t) = q(t)-pa(t) +r() und  degr(r) < degua(r).

Dabei ist r(A) = p(A) —q(A) - ua(A) =0—¢g(A) -0 =0. Wegen deg r(r) < deg (1)
und der vorausgesetzten Minimalitit von deg 14 (¢) ist dies nur moglich, wenn r(¢)
das Nullpolynom ist. Dann ist p(¢) = ¢(¢) - ua(z) wie gewiinscht.

Die behauptete Eindeutigkeit folgt analog: Ist p(z) € K[t] ein weiteres Polynom
mit den genannten Eigenschaften, so ist p ein Teiler von 4 und umgekehrt. Das geht
nur, wenn p ein skalares Vielfaches von L4 ist. Aber da beide den Leitkoeffizient 1
haben, ist dann p = 4. a

Definition 7.5. Wir nennen 14 das Minimalpolynom von A € Mat(n x n,K).

Fiir Endomorphismen f € Endg (V) eines K-Vektorraumes V mit dimgV < oo
setzen wir

Mp(t) := pa(t) fur die Abbildungsmatrix A = Mgz(f),

wobei A eine Basis von V sei. Da die Abbildungsmatrizen zu je zwei verschiedenen
Basen zueinander dhnlich sind und da dhnliche Matrizen dasselbe Minimalpolynom
haben, hingt p17(¢) nicht von der gewihlten Basis 4 ab.
Beispiel 7.6. Es gilt:

a) Es ist degpa (r) > 1 fuir alle A € Mat(n x n,K).

b) Esist ua(r) =t — o genau dann, wenn A = - 1 ist.

¢) Fiir Diagonalmatrizen A = Diag(oy, o) € Mat(2 x 2,K) gilt

Ha(r) = (t—on)(t—on) fiir oy # 0.

{t—oc firogy =0 =a,
Allgemeiner gilt fiir Blockdiagonalmatrizen:

Lemma 7.7. Sei n = nj + - - - + ny, und seien A; € Mat(n; x n;,K) gegeben. Fiir die
Blockdiagonalmatrix

Aq 0
A= € Mat(n x n,K)
0 A

gilt dann

uA([) = kgV(NAl(t)aanAk(’)%
2a(t) = xa, (1) xa (1)
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Beweis. Fiir das charakteristische Polynom folgt das direkt aus der Multiplikativitit
der Determinante fiir Blockdiagonalmatrizen, wir miissen daher nur die Aussage
iiber das Minimalpolynom zeigen. Dazu beachte man, dass sich die Potenzen von
Blockdiagonalmatrizen berechnen als

A} 0
Al = .
0 Al
fiir alle i € Ny. Fiir P(r) € K[t] folgt
P(4)) 0
PA) = .
0 P(Ay)

und wir erhalten aus der Definition des Minimalpolynoms:
P(A) =0 < Vie{l,....k}: P(A;)) =0
< Vie{l,...,k}: P(t) ist ein Vielfaches von pi4,(7)
<= P(t) ist ein Vielfaches von kgV(ua, (t),...,ta, (1))

Somit folgt die Behauptung. a

Um das Minimalpolynom einer Matrix in Jordan-Normalform abzulesen, miissen
wir daher nur die Minimalpolynome von Jordanbldcken kennen. Diese sind leicht
zu beschreiben:

Lemma 7.8. Fiir einen Jordanblock A = J,(A) der Liinge n zum Eigenwert A € K
gilt
aa(t) = (t=24)" = xa(t).

Beweis. Zu zeigen ist nur noch die Aussage iiber das Minimalpolynom. Wegen der
Identitit J,(A) = J,(0) + A - 1 geniigt es, den Spezialfall A = 0 zu betrachten, denn
der allgemeine Fall folgt dann sofort mittels der Variablensubstitution ¢ — ¢t — A
wegen

0A—A-1) = P(A) fir Q@) = P(t—A).

Sei also ab jetzt A = J,,(0). Firi=0,1,...,n— 1 ist dann A’ die Matrix, deren einzige
von Null verschiedene Eintrige Einsen entlang der i-ten Nebendiagonalen sind. Die
Matrizen 1,A,A2%,..., A" ! sind daher offensichtlich linear unabhiingig, sodass also
deg s (t) > n gelten muB. Wegen A" = 0 folgt dann p4(z) = ¢". O

Um das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von Matrizen durch
ihre Jordan-Normalform auszudriicken, fithren wir die folgende Notation ein: Fiir
trigonalisierbare Matrizen A € Mat(n x n,K) sei
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* r(A,A) die Linge des groBten Jordan-Blocks zum Eigenwert A,
* d(A,A) die Summe der Léngen aller Jordan-Blocke zum Eigenwert A,

in der Jordan-Normalform von A. Dann gilt:

Korollar 7.9. Fiir trigonalisierbare A € Mat(n x n,K) ist

wa(r) = [T~ und  ga(r) = [z —2)*AH
A 2

Beweis. Fiir alle S € GL,(K) und P € K] gilt P(S™'-A-S) =S5~!-P(A)-S, also
haben @hnliche Matrizen dasselbe Minimalpolynom und dasselbe charakteristische
Polynom. Es geniigt daher, die Aussage fiir Matrizen A in Jordan-Normalform zu
zeigen. Fiir diese folgt sie aber sofort aus den vorigen beiden Lemmata. a

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir, dass das Minimalpolynom ein Teiler
des charakteristischen Polynoms ist. Fiir diese letzte Aussage miissen wir uns nicht
auf trigonalisierbare Matrizen beschrinken:

Satz 7.10 (Cayley-Hamilton). Fiir alle A € Mat(n x n,K) ist x4(A) = 0.

Beweis. Wenn wir K durch einen grofleren Korper ersetzen, der ihn als Teilkorper
enthilt, dann éndert sich dabei weder das Polynom 4 (¢) = det(¢-1—A) € K[f] noch
die Matrix y4(A) € Mat(n x n,K). In der Algebra zeigt man, dass jeder Korper K
sich als Teilkorper eines algebraisch abgeschlossenen Korpers auffassen ldsst. Wir
diirfen daher annehmen, dass K algebraisch abgeschlossen ist.

Dann zerfillt y4(¢) in K[t] in Linearfaktoren und somit ist A trigonalisierbar. In
diesem Fall folgt die Aussage sofort aus Korollar[7.9 wegen r(A,A) <d(A,A). O

Bemerkung 7.11. (a) Es gibt fiir den Satz von Cayley-Hamilton viele alternative
Beweise, die ohne die Jordan-Normalform und ohne den algebraischen Abschluf3
auskommen. Wir haben also hier mehr Technik investiert als notig — dafiir aber
einen sehr simplen Beweis erhalten, der keinerlei Ideen oder Tricks bendtigt.

(b) Auf den ersten Blick mochte man den Satz von Cayley-Hamilton gerne in
einer Zeile beweisen:

xa(A) = det(t-1—A)|_p = det(A-1—A) = det(0) = 0

Die zweite Gleichung ist hier aber Unsinn, denn in 4 (¢#) = det(s-1—A) nimmt ¢ die
Rolle eines Skalars ein und steht in den Diagonaleintriagen. Mit dem Matrixprodukt
hat die Notation 7 - 1 nichts zu tun: Um in y4(¢) eine Matrix einzusetzen, mul man
zuerst det(z - 1 — A) als Polynom in ¢ schreiben und dann die Potenzen von 7 durch
Potenzen der Matrix ersetzen. Im Satz von Cayley-Hamilton steht auf der rechten
Seite die Nullmatrix 0 € Mat(n x n,K), nicht zu verwechseln mit dem Skalar 0 € K
auf der rechten Seite der obigen falschen Gleichungskette.



7 Polynome von Matrizen 15

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer Matrix sind bekanntlich
genau ihre Eigenwerte. Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt, dass dasselbe
auch fiir das Minimalpolynom gilt:

Korollar 7.12. Sei A € Mat(n x n,K). Fiir A € K gilt dann:
wm(Ad) =0 <= xa(d) =0 <= Aistein Eigenwertvon A

Beweis. Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt, dass jede Nullstelle von 4 (t)
auch eine Nullstelle von y4 (¢) und damit ein Eigenwert von A ist. Sei umgekehrt ein
Eigenwert A € K der Matrix A gegeben, und sei v € K"\ {0} ein hierzu gehoriger
Eigenvektor. Dann ist Al.y = ALy fiir alle i € Ny, woraus

P(A)-v = P(A)-v firalle P(t) € K[t]

folgt. Indem wir dies speziell auf das Minimalpolynom P(z) = p4(¢) anwenden,
erhalten wir g (1) -v= s (A)-v=0-v=0, also gy (1) = 0 wegen v # 0. O

Wir wissen bereits, dass ein Endomorphismus trigonalisierbar ist genau dann,
wenn sein charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Dasselbe gilt auch
fiir das Minimalpolynom, und letzteres liefert zugleich sogar ein Kriterium fiir die
Diagonalisierbarkeit ohne Bezug auf die Dimensionen der Eigenrdume:

Satz 7.13. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und f € Endg (V).
a) f ist trigonalisierbar genau dann, wenn s (t) iiber K in Linearfaktoren zerfillt.

b) f ist diagonalisierbar genau dann, wenn iy (t) iiber K in Linearfaktoren zerfdllt
und nur einfache Nullstellen besitzt.

Beweis. Die Richtung = ist in a) und b) klar. Fiir <= nehmen wir an, ps(t)
zerfalle in Linearfaktoren. Dann hat es insbesondere eine Nullstelle A € K. Nach
Korollarist A ein Eigenwert von f. Wir setzen N = f — A -idy und wihlen k € N
so grof}, dass

U := ker(N*) = ker(N*"!) = .. = E.(f,A)

ist. Wie wir im Beweis der Hauptraumzerlegung gesehen haben, erhalten wir dann
eine Zerlegung
V=U®dW mit W := im(Nb),

und beide Summanden in dieser Zerlegung sind f-invariante Unterrdume. Wenn
wir eine Basis in jedem Summanden wihlen, erhalten wir durch Vereinigung der
beiden Basen eine Basis von V und in dieser wird f durch eine Blockdiagonalmatrix
dargestellt. Das Lemma[7.7 liefert somit

pr(r) = keV(pg, (1), sy (7))

Wenn ein Polynom in Linearfaktoren zerfillt, so gilt dasselbe auch fiir alle seine
Teiler. Mit ¢ () zerfallen somit nach der obigen Gleichung auch piz, (r) und g, (1)
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in Linearfaktoren und sind per Induktion iiber die Dimension trigonalisierbar, was
die Trigonalisierbarkeit von f impliziert. Die Aussage zur Diagonalisierbarkeit folgt
ebenfalls per Induktion iiber die Dimension, denn nach der obigen Gleichung fiir
Minimalpolynome gilt: Wenn pi7(¢) nur einfache Nullstellen besitzt, dann haben
auch i, (¢) und pg, (1) nur einfache Nullstellen. O

8 Potenzreihen von Matrizen

Wir wissen bereits, wie man Potenzen von Jordan-Blocken berechnet. Polynome
von Jordan-Blocken lassen sich bequem mit formalen Ableitungen hinschreiben:

Definition 8.1. Die formale Ableitung eines Polynoms p(t) = Y4_cat" € K[t] ist
definiert als

d
Lp(t) = Z"n-cnt’“1 € K[t].
n=1

Fiir i € N setzen wir

. d )
pO@) = (£)'ple) = Y n(n—1)--(n—i+1)cpr"

n=i

Lemma 8.2. Sei K ein Korper mit Q C K, und sei A = J,(A) ein Jordanblock der
Liinge n zum Eigenwert A € K. Dann gilt fiir beliebige Polynome p(t) € K|t] die
Formel

p(A)
A pQ)
pA) = | A w ) p(R)
(njl)'p(nfl)(l) .............. zl'p//(l) L) p)

Beweis. Die Eintrige der Potenzen des Jordanblocks sind nach Lemma[6.4] von der

Form .
— 1
()2 = 4 (8) Hles

wobei die Division durch i! in K moglich ist wegen Q C K. a
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Uber K =R, C lisst sich die Matrix im obigen Lemma auch fiir Potenzreihen p(r)
mit Konvergenzradius R > 0 lesen, sofern nur |A| < R ist: Denn fiir eine beliebige
Potenzreihe

pt) = Z et
k=0

mit dem Konvergenzradius R > 0 ist die zunéchst als formale Potenzreihe definierte
Ableitung

P = Z k-cp-t*!
k=1

nach einem Resultat der Analysis konvergent in jedem Punkt# = A € C mit |[A| < R.

Wir wollen dies nutzen, um Matrizen in konvergente Potenzreihen einsetzen zu
kénnen. Sei dazu p(t) = Y cxt* eine Potenzreihe mit Koeffizienten ¢; € C und
mit Konvergenzradius R > 0. Fiir N € N definieren wir ihre Partialsummen als die
Polynome

N
py(t) = Y adt € Cl).
k=0

Sei A € Mat(n x n,C). Die Potenzreihe
p(A) =Y, cAr
k=0

heiBt konvergent, wenn die Folge der Matrixeintréige von py(A) € Mat(n x n,C) in
jeder festen Zeile und Spalte fiir N — oo gegen eine komplexe Zahl konvergiert. Wir
schreiben dann p(A) fiir die Matrix mit diesen Grenzwerten als Eintriige.

Beispiel 8.3. Sei A € Mat(n x n,C) diagonalisierbar, es gebe also ein S € GL,(C)
mit
A = SDS™' fir D = Diag(A,...,A,) mitA,...,A, €C.

Sei p(t) =Y cxt* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Fiir N € N ist
offenbar

pn(A) = pn(SDS™') = S-py(D)-S™' = S-Diag(pn(M1), ..., pv(A)) - S

Fiir R > max; |A;| konvergieren diese Matrizen fiir N — oo und wir erhalten eine
konvergente Matrixreihe mit Grenzwert

p(A) = §-Diag(p(A1),...,p(A))-S™' € Mat(n xn,C).
Allgemeiner gilt:

Satz 8.4. Sei A € Mat(n x n,C) mit Eigenwerten ; € C, und sei p(t) = Yr_qcit*
eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > max;|A;|. Dann konvergiert die
Potenzreihe p(A), und ihr Wert ist
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A

fiir die Jordan-Zerlegung A = D+ N mit D diagonalisierbar, N nilpotent, DN = ND.

N* € Mat(n x n,C)

»‘_

Beweis. Wie im Beweis von Lemma [6.4] gilt

m
A" = (D+N)" = Y () D" FN*
k=0

Durch Linearkombination solcher Relationen folgt
d
q(D+N) Z Lq

fiir beliebige ¢ € C[t] vom Grad d. Dabei ist N* = 0 fiir k > n. Indem wir dies auf
die Partialsummen anwenden, folgt die behauptete Konvergenz und die Formel. O

Beispiel 8.5. In der Analysis zeigt man, dass die Exponentialreihe exp(t) = Y i, %ku
den Konvergenzradius unendlich besitzt. Nach dem obigen Satz ist somit fiir jede
Matrix A € Mat(n x n,C) die Reihe

GXp i ki

konvergent gegen eine wohldefinierte Matrix exp(A) € Mat(n x n,C). Wie in der
Analysis zeigt man ferner

exp(A) -exp(B) = exp(A+B) fiir alle Matrizen A, B mit AB = BA.

Indem man speziell B = —A wihlt, sicht man, dass die Matrix exp(A) invertierbar
ist mit der inversen Matrix exp(A)~! = exp(—A). Insbesondere erhalten wir durch
Betrachten der skalaren Vielfachen einer gegebenen Matrix A € Mat(n x n, C) einen
Homomorphismus

(C,4+) — GL,(C), 1 — exp(tA)

von der additiven Gruppe der komplexen Zahlen in die multiplikative Gruppe aller
invertierbaren Matrizen. Solche Homomorphismen spielen eine wichtige Rolle fiir
die Klassifikation der Untergruppen von GL,(C).

Zum Abschluf} betrachten wir noch eine Anwendung aus der Analysis: Gesucht
seien differenzierbare reelle Funktionen fi, ..., f, : R — R, deren Ableitungen das
Gleichungssystem
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| = anfi+-+anf
2 = ax fi+--+amfa

f;i = anlfl +"’+annfn

fiir gegebene a;; € R erfiillen. Gleichungen, die neben einer gesuchten Funktion
auch ihre Ableitungen beinhalten, nennt man Differentialgleichungen; sie treten in
vielen Anwendungen auf. Das obige System linearer Differentialgleichungen kann
man kompakter schreiben in Vektorform

i

f=Af fur f= |

o
mit der Matrix A = (g;;) € Mat(n x n,R). Wir erhalten:

Satz 8.6. Die Lisungen des obigen Systems linearer Differentialgleichungen sind
genau die Funktionen

£(6) = exp(tA)-c
wobei ¢ = f(0) € R" ein beliebig wihlbarer Vektor von Anfangswerten ist.

Beweis. Wir iiberlegen uns zunichst, dass die angegebenen Funktionen Losungen
der Differentialgleichungssystems bilden. Per Definition ist

ok
exp(tA) = Y v
k=0

eine Matrix, deren Eintréige Potenzreihen in 7 sind. Nach dem Satz [8.4]konvergieren
diese Potenzreihen fiir alle r € R. Aus der Analysis wissen wir, dass solche iiberall
konvergenten Potenzreihen differenzierbare Funktionen sind, deren Ableitung sich
gliedweise berechnen ldsst. Wenn wir die Ableitung einer Matrix G(t) = (gi;(1))
von Funktionen definieren als die Matrix %G(z) = (gj;(t)), erhalten wir fiir die
Exponentialreihe

th—1

(k=1)

s

!~Ak_1 = A-exp(tA).

ok k-1
Gepleh) = & 3 fat = T A0 A
k=0 k=1

k=1

Fiir jedes ¢ € R" ist der Funktionenvektor f(¢) = exp(tA) - ¢ eine Linearkombination
der Spalten der Matrix exp(tA) und erfiillt daher ebenso wie die gesamte Matrix das
Differentialgleichungssystem f'(r) = A - f(r).

Sei umgekehrt eine beliebige Losung f(z) gegeben. Fiir g(r) = exp(—tA) - f(¢)
gilt dann

8(t) = G (exp(—tA)) - f(1) +exp(—tA)- G f (1) = —A-g(t) +A-g(t) = 0.
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Da dies fiir alle 7 € R gilt, miissen die Eintréige des Vektors g(¢) konstant sein, es
gibt also ein ¢ € R" mit g(¢) = ¢ fiir alle # € R. Damit folgt f(¢) = exp(tA)-c. O

Bemerkung 8.7. Fiir ndherungsweise numerische Berechnungen sollte man nicht
die Jordan-Normalform verwenden, denn sie ist numerisch instabil: Kleine Fehler
in einer Matrix konnen groBe Anderungen in ihrer Jordan-Normalform zur Folge
haben. Man vergleiche etwa die Jordan-Normalform von

A0 d A0
1A un 1 A+e

fiir beliebig kleine, aber von Null verschiedene Fehler € € C\ {0}!



Kapitel 11
Euklidische und unitire Vektorriaume

Zusammenfassung In diesem Kapitel betrachten wir Vektorrdume iiber R und C
mit einem Skalarprodukt, das es erlaubt, Lédngen und im reellen Fall auch Winkel zu
messen. Wir werden Bilinear- und Sesquilinearformen durch Matrizen beschreiben
und im positiv definiten Fall Orthonormalbasen konstruieren. Lineare Abbildungen,
die das Skalarprodukt erhalten, heilen orthogonale bzw. unitire. Hauptziel dieses
Kapitels ist der Spektralsatz, ein Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit einer Matrix
durch orthogonale bzw. unitire Basiswechsel. Als Anwendungen erhalten wir die
Hauptachsentransformation, den Satz von Sylvester und die Singulidrwertzerlegung.

1 Bilinear- und Sesquilinearformen

Bisher haben wir meist Vektorrdume iiber beliebigen Korpern betrachtet, in diesem
Kapitel soll es speziell um reelle und komplexe Vektorrdume gehen. Die metrische
Struktur auf den reellen Zahlen erlaubt es hier, Lingen und Winkel zu messen:

Beispiel 1.1. Die Linge ||v|| € R eines Vektors v = (v1,v;)" € R? in der Ebene ist

nach Pythagoras
VIl = /vi+v3

Den Winkel y € R/277 zwischen zwei Vektoren v = (vi,v2)t,w = (wy,wp)t € R?
kann man aus ihren Koordinaten leicht berechnen: Wir schreiben die Koordinaten
als

vi = [[v]cos(a), wi = |[lw[|cos(B),

[[v]|sin(er), wy = [lw|sin(B),

V2
Den gesuchten Winkel ¥ = 8 — a erhalten wir nach dem Additionstheorem aus

Iv]l- il -cos(y) = [Iv]} - o] - (cos(ex) cos(B) + sin(a) sin(B)) = viwi +vawsz.

21
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Den Ausdruck auf der rechten Seite nennen wir das Skalarprodukt von v und w
und schreiben kurz (v, w) := viwj +vowy, wenn keine Verwechslungsgefahr mit der
linearen Hiille von zwei Vektoren besteht. Im Fall ||w|| = 1 ist (v,w) die Linge des
Vektors, den man durch Orthogonalprojektion von v auf die reelle Gerade Rw erhilt.
Allgemein hingt (v,w) linear von jedem der Vektoren v,w ab, wenn der je andere
Vektor festgehalten wird. Die Linge eines Vektors ergibt sich aus ||v||> = (v, v). Fiir
die Linge von v — w erhalten wir den Cosinussatz:

(v, v) = (v, w) — (w, vy + (W, w)

v =wl* = (v—wy—w)

I+ [l = 2[vil- [wll - cos(7)

Beispiel 1.2. Analog ist die Linge ||v|| € R eines Vektors v = (vi,v2,v3) € R

nach Pythagoras
M= /v +v3 493

Den Winkel y € R/277Z zwischen Vektoren v = (vi,v2,v3),w = (w1, wa,w3) € R3
konnen wir berechnen, indem wir den Cosinussatz anwenden in der von den beiden
Vektoren aufgespannten Ebene:

2 2 2
V[T |w||c—|lv—w
ol vl -cos() = IR v s

Allgemein machen wir folgende

Definition 1.3. Sei n € N. Das Standard-Skalarprodukt auf dem Vektorraum R” ist
definiert durch

n
() R'xR" — R, (yw) = Zv,wwi.
i=1

Die Liinge oder Norm von v € R ist definiert als ||v]| := 1/(v,v) € Rx>o.

Fiir komplexe Vektorrdume sollten wir die Definition modifizieren. Das sieht
man bereits im Fall n = 1, denn den Absolutbetrag einer komplexen Zahl z € C
erhilt man nicht durch Quadrieren von z, sondern durch |z|> = Z-z. Wir machen
daher die

Definition 1.4. Sei n € N. Das Standard-Skalarprodukt auf dem Vektorraum C” ist
definiert durch

() C'xC"— C, (vw) =) vi-w.
i=1

Der Linge oder die Norm von v € C" ist definiert als ||v]| := /(v,v) € Rxo.
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Um den reellen und den komplexen Fall gleichzeitig zu behandeln und nicht von
der Wahl einer Basis abzuhingen, arbeiten wir in folgendem abstrakten Rahmen:

Definition 1.5. Im Folgenden sei K ein Korper und 6 : K — K, a — @ ein gegebener
Korperautomorphismus; man denke an die reellen oder komplexen Zahlen mit der
komplexen Konjugation. Eine Sesquilinearform auf einem K-Vektorraum V ist eine
Abbildung

<'v'>: VXV — K? (V,W) = <V3W>a
sodass fiir alle a,b € K und alle u,v,w € V gilt:

(u+av,w) = (u,w)+a(v,w),
(u,v+aw) = (u,v) +alu,w).

Das Prifix sesqui- ist lateinisch fiir anderthalb: “Halb linear” in der ersten und linear
in der zweiten Variablen. Man beachte aber, dass der Spezialfall ¢ = id durchaus
erlaubt ist; in diesem Spezialfall nennen wir (-,-) eine Bilinearform. Da wir den
Spezialfall o = id erlauben, werden wir unter dem Begriff einer Sesquilinearform
den Fall einer Bilinearform stets mit behandeln.

Nach Wahl einer Basis kdnnen wir Sesquilinearformen konkret angeben durch
quadratische Matrizen:

Definition 1.6. Wie zuvor bezeichnen wir mit 6 : K — K,a — a einen gegebenen
Korperautomorphismus. Die durch Anwenden dieses Automorphismus auf jeden
der Eintrige einer Matrix A = (a;;) € Mat(m x n,K) erhaltene Matrix bezeichnen
wir mit A = (@;;). Insbesondere setzen wir

V] Vi
vi= || ek fir w=|[:|¢eK"
Vi Vn
Fiir Matrizen A € Mat(n x n, K) betrachten wir auf dem Standardvektorraum V = K"
die Paarung
VXV — K, (v,w) = (vywhs := V" -A-w.

Konkret in Koordinaten ausgeschrieben fiir vt = (vy,...,vy),wt = (wq,...,w,) €K"
und A = (a;;) erhalten wir

aiy - Ain w1

n
oy =V Aw = (V,...,0) | =Y agviews
Anl "+ Qpn Wn b=l
Wenn wir A = 1 wihlen, ist dies genau das Standard-Skalarprodukt iiber den reellen
bzw. den komplexen Zahlen. Allgemein gilt:
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Proposition 1.7 (Sesquilinearformen und Matrizen). Fiir alle A € Mat(n x n,K)
ist die Abbildung

(,a: K'xK' — K, (v,w) — V-A-w

eine Sesquilinearform. Umgekehrt hat jede Sesquilinearform (-,-) : K" x K" — K
diese Form fiir genau eine Matrix A = (a;;) € Mat(n x n,K). Die Eintrige dieser
Matrix sind gegeben durch

ajj = <€i,8j>.

Beweis. Dass fiir jede Matrix A € Mat(n X n,K) die Abbildung (v,w) — v*-A-w
eine Sesquilinearform ist, folgt aus den Rechenregeln fiir das Matrizenprodukt. Um
zu sehen, dass man jede Sesquilinearform auf V = K" so erhilt, sei eine beliebige
Sesquilinearform (-,-) : V x V — K gegeben. Der Wert der Sesquilinearform auf
einem beliebigen Paar von Vektoren x = xje; + -+ +x,e, und y = yje; + - +yuey
ist per Sesquilinearitét

(x,y) = (xie1 4+ +xq4en,y) = Y Xi-{(ei,y)

-

Il
—

X; - <€i,y1€1 +- "+ynen>

|
™=

I
(NgE

Il
=

Xi'yj'<eiaej> = <'x7y>A
j=1
fiir die Matrix A = (a;;) mit den Eintriigen a;; = (e;, ¢;). O

Korollar 1.8. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Sei 3 = (vi,...,v,)
eine Basis und

n
®: K" -5V, (ay,...,ay) — Zaivi
i=1
der zugehirige Isomorphismus. Fiir ¥ = @~ sind die Sesquilinearformen auf V
genau die Abbildungen
() VxV — K, (mw) = (ZO),PWw))a

mit A € Mat(n x n,K). Dabei ist die Matrix A = (a;;) eindeutig durch die Werte der
Sesquilinearform auf den Paaren von Basisvektoren bestimmt, es gilt ajj = (vi,v;).

Beweis. Das Diagramm

Vxy —

'I’X‘I/l H

K'xK'" —— K
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liefert eine Bijektion zwischen Sesquilinearformen auf V und auf K". Man wende

nun die vorige Proposition [I.7) auf die untere Zeile an. a
Definition 1.9. Sei % = (vi,...,v,) eine Basis des Vektorraumes V iiber K. Fiir
Sesquilinearformen

():VxV—K
bezeichnen wir die im vorigen Korollar auftretende Matrix
i) - (vi,va)
A = Gramg(-,-) = : : € Mat(n x n,K)
(Va,v1) = (v, vn)
als die Gram’sche Matrix der Sesquilinearform beziiglich der Basis 4.

Gram’sche Matrizen stellen also Sesquilinearformen in Koordinaten dar, dhnlich
wie wir lineare Abbildungen durch Matrizen beschrieben hatten. Man beachte aber,
dass sich die Gram’sche Matrix einer Sesquilinearform unter Basiswechsel anders
transformiert als Abbildungsmatrizen:

Proposition 1.10 (Transformation von Gram-Matrizen). Sei V ein K-Vektorraum
endlicher Dimension und

(,): VXV — K.

eine Sesquilinearform mit Gram-Matrizen

* A = Gramy (-, -) beziiglich einer Basis &/ = (vi,...,vp),

* B = Gramy(-,-) beziiglich einer Basis B = (w1,...,wp).
Dann gilt B= SA- S fiir den Basiswechsel S = (sg;) € GL,(K) mit wi = Y}_ | Skivi.
Beweis. Wir schreiben A = (g;;) und B = (b;;). Dann gilt

Ski - 815+ (Vie, Vi)

n n
bij = (wi,wj) = (Svi,Sv;) = <Zskivka Zsljvl>
k=1 =1

Ski* ki * ;-

Die Summe auf der rechten Seite ist genau der (7, j)-Eintrag der Matrix s'As. O

Definition 1.11. Die adjungierte Matrix von S = (s;j) € Mat(n x n,K) ist definiert
als die Matrix , .
STi=8 = (Ej,') € 1\/[8.t(l”l><l’l,[(>7

also die Matrix, die man erhilt, indem man die gegebene Matrix S transponiert und
zusitzlich alle ihre Eintrdge konjugiert. Achtung: Diese hat nichts zu tun mit der in
der Cramer’schen Formel auftretenden komplementidren Matrix, auch wenn in der
Literatur leider die Bezeichnungen nicht einheitlich verwendet werden!
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Wir fassen als Slogan zusammen: Unter einem Basiswechsel S € GL,,(K) gilt die

Transformationsregel

+ B = S"'AS fiir Abbildungsmatrizen A, B von Endomorphismen,

* B = S'AS fiir Gram-Matrizen A, B von Bilinearformen.

o B = STAS fiir Gram-Matrizen A, B von Sesquilinearformen,
Wie fiir Endomorphismen stellt sich auch fiir Bilinear- oder Sesquilinearformen die
Frage, welche Basiswechsel sie in die einfachste Form bringen. Wir werden dies
spéter fiir Bilinear- und Sesquilinearformen mit einigen zusétzlichen Eigenschaften

beantworten. Insbesondere werden wir die folgende Symmetrieeigenschaft fordern,
die fiir das Standard-Skalarprodukt auf R” und C" gilt:

Definition 1.12. Sei V ein K-Vektorraum.

a) Eine Bilinearform (-,-) : V. x V — K heiBt symmetrisch, falls fir alle vyw € V
gilt:
<v7 W> = <W7 V>

b) Wir nehmen nun an, dass 62 = idx fiir den Automorphismus 6 : K — K,a+—a
gilt. Eine Sesquilinearform (-,-) : V x V — K heilt hermitesch, falls fiir alle
Vektoren v,w € V gilt:

(v,w) = (w,v)

Der Begriff Sesquilinearform schlie3t weiterhin den Fall von Bilinearformen mit
ein; symmetrische Bilinearformen sind folglich ein Spezialfall von hermiteschen
Sesquilinearformen. Der Klarheit halber werden wir die zentralen Resultate aber in
beiden Fillen explizit formulieren und nur in den Beweisen die Arbeit halbieren.

Beispiel 1.13. Es gilt:
a) Fiir a,b, c,d € R wird auf V = R? durch

<(x1> ; <y1>> = ax1y1 +bxi1yz +cxay1 +dxoys
X2 Y2

eine Bilinearform definiert. Diese ist symmetrisch genau fiir b = c.

b) Fiir a,b,c,d € C wird auf V = C? durch

<<x1> ) <y1)> = ax\y| +bX1y2 + cXy1 +dXoy2
X2 Y2

eine Sesquilinearform definiert. Diese ist hermitesch genau fiir a,d € R, ¢ = b.

Allgemeiner kann man aus der Gram-Matrix einer Bilinear- oder Sesquilinearform
leicht ablesen, ob diese symmetrisch bzw. hermitesch ist:

Lemma 1.14. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K, und sei 9 eine
beliebige Basis des Vektorraumes. Dann gilt:
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a) Eine Bilinearform (-,-) : V x V.— K mit der Gram-Matrix A = Gramgy(-,-) ist
symmetrisch genau fiir
At = A.

b) Eine Sesquilinearform (-,-) : V xV — K mit der Gram-Matrix A = Gramg(-, )
ist hermitesch genau fiir
AT = A

Beweis. Sei & = (vi,...,v,) eine Basis. Wir zeigen b): Wenn (-, -) hermitesch ist,
gilt insbesondere

wi,vj) = (vj,vi)
fiir alle 7, j. Links stehen per Definition die Eintrige der Gram-Matrix A = (a;;),

diese erfiillen also a;; = @;; und somit folgt A” = A. Sei nun umgekehrt diese letzte
Gleichung vorausgesetzt. Dann ist die Sesquilinearform

(,a: K'xK' — K, (vy,w) = v-A-w

hermitesch, denn fiir beliebige Vektoren v,w € K" gilt:

(w,v)a 1= WAy per Definition
=w-AT.y nach unserer Annahme A™ = A
= w.A"T dav =7 wegen 62 = id
= wt-At.V da o ein Korperhomomorphismus
= (V-A-w)t daX*-Y* = (Y -X)" fiir Matrizen X,Y
=7 Aw da a' = « fiir 1 x 1 Matrizen
= (v,w)a per Definition

Wegen (-,-) = (¥(-), (")) fiir den Isomorphismus ¥ = @' : V- K" ist dann
auch die gegebene Sesquilinearform (-, -) hermitesch. O

Definition 1.15. Eine Matrix A € Mat(n X n,K) heifit
a) symmetrisch, falls A* = A ist,

b) hermitesch, falls AT = A ist,

Wir kénnen das Lemma also zusammenfassen in der Aussage: Eine Bilinear-
bzw. Sesquilinearform ist symmetrisch bzw. hermitesch genau dann, wenn ihre
Gram-Matrix zu einer beliebigen Basis symmetrisch bzw. hermitesch ist.

Beispiel 1.16. Fiir a,b,c,d € C betrachten wir auf V = C? wie in Beispiel die
Sesquilinearform

<<x1> ; <y1)> = axiy1 +bX1y2 + cxoy1 +dx2y.
X2 Y2
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Thre Gram-Matrix zur Standardbasis ist
ab . . . . + ac
A= cd mit der adjungierten Matrix A" = (-5 ].

Wie erwartet ist diese Matrix hermitesch genau dann, wenn a,d € R und ¢ = b ist.

2 Skalarprodukte und Normen

Die Definition einer symmetrischen Bilinearform ergibt iiber beliebigen Korpern
Sinn. Im Folgenden wollen wir Skalarprodukte zur Lingen- und Winkelmessung
benutzen; hierzu benétigen wir die metrische Struktur auf den reellen Zahlen und
betrachten daher ausschlieBlich reelle und komplexe Vektorrdume. Wir beginnen
mit dem reellen Fall:

Definition 2.1. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Bilinearform (-,-) : V x V — R heiBt
a) positiv definit, falls (v,v) > 0 fiir alle v € V' \ {0} ist.
b) negativ definit, falls (v,v) < 0 fiir alle v € V \ {0} ist.
c) positiv semidefinit, falls (v,v) > 0 fiir alle v € V ist.
d) negativ semidefinit, falls (v,v) <0 fiir alle v € V ist.

Eine Matrix A € Mat(n x n,R) heiBt positiv definit, falls die Bilinearform (-,-)4
diese Eigenschaft besitzt; analog fiir die iibrigen der genannten Eigenschaften.

Wenn man diese Definition auf Sesquiliearformen verallgemeinern will, sollte
man beachten, dass diese komplexe Werte annehmen und dass sich der Korper C
wegen i = —1 nicht anordnen lisst. Fiir hermitesche Sesquilinearformen ist das
aber zum Gliick kein Problem — wobei wir ab jetzt mit Sesquilinearformen immer
solche beziiglich der komplexen Konjugation meinen:

Bemerkung 2.2. Sei (-,-) : V xV — C eine hermitesche Sesquilinearform auf einem
komplexen Vektorraum. Dann gilt

(vyv) € R firalle veV.

Beweis. Fiir alle v,w € V gilt per Definition von “hermitesch” (v,w) = (w,v). Wenn
wir w = v wihlen, folgt die Behauptung. a

Da fiir hermitesche Formen die Werte (v,v) reell sind, kénnen wir die vorige
Definition vom reellen direkt zum komplexen Fall iibertragen:

Definition 2.3. Sei V ein C-Vektorraum. Eine hermitesche Form (-,-) : V xV — C
heiBit
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a) positiv definit, falls (v,v) > 0 fiir alle v € V' \ {0} ist.
b) negativ definit, falls (v,v) < 0 fiir alle v € V '\ {0} ist.
¢) positiv semidefinit, falls (v,v) > 0 fiir alle v € V ist.
d) negativ semidefinit, falls (v,v) <0 fiir alle v € V ist.

Eine Matrix A € Mat(n x n,C) heiBit positiv definit, falls die hermitesche Form (-, -)4
diese Eigenschaft besitzt; analog fiir die tibrigen der genannten Eigenschaften.

Um Schreibarbeit zu sparen, vereinbaren wir fiir den Rest dieses Kapitels, dass
die Notation K immer fiir einen der Korper R oder C steht. Wir werden weiterhin
beide Fiélle moglichst parallel behandeln:

Definition 2.4. Sei V ein Vektorraum iiber K. Unter einem Skalarprodukt auf V
verstehen wir

a) im Fall K = R eine positiv definite symmetrische Bilinearform V xV — R,
b) im Fall K = C eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform V x V — C.

Einen K-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt (-,-) : V x V — K nennt
man

a) im Fall K = R einen Euklidischen Raum,
b) im Fall K = C einen unitdren Raum.

Die Léinge oder Norm eines Vektors v € V beziiglich des Skalarproduktes ist dann
definiert als

VIl == V{»v) € Rxop.
Ein Vektor v € V heift ein Einheitsvektor oder normiert, wenn ||v|| = 1 ist.

Beispiel 2.5. Es gilt:

a) Auf V = K" ist das Standard-Skalarprodukt (-,-) : V xV = K, (v,w) = v*-w
ein Skalarprodukt: Es ist

Vi
(v,v}zznlvi~vi:i|vi|220 fir v=1[1:1],
i=1 i=1
Vn

und Gleichheit kann offenbar nur dann gelten, wenn v; = --- = v, = 0 ist.
b) Auf der reellen Ebene V = R2 ist

VxV = R, (vw) — viw+2vwy ein Skalarprodukt,

VxV = R, (vw) — 3viw+viwy+vow; +3vow, ein Skalarprodukt,

VXV = R, (v,w) = viwy+vow kein Skalarprodukt.
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Die folgende Abbildung zeigt jeweils die Menge aller Vektoren v mit ||v]| = 1; es
handelt sich hierbei um sogenannte Quadriken, also die Losungsmengen einer
quadratischen Gleichung in mehreren Variablen:

l'xxa:i

2 2 _
'x+2.3 =1

37\1*5~al+ 2xy =1

¢) Auf dem reellen Vektorraum V = C([0, 1]) der stetigen Funktionen f: [0, 1] = R
wird durch

g = [ st

ein Skalarprodukt definiert: Die Bilinearitdt und Symmetrie sind klar, fiir die
positive Definitheit beachte man

1
(.) = | erax =0,
wobei Gleichheit nur fiir die Nullfunktion gilt: Wenn ein xo € [0, 1] existiert
mit f(xg) # 0, konnen wir wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion
positive Zahlen €, § > 0 finden mit der Eigenschaft, dass [xo — §,x9+ 6] C [0, 1]
und
f(x)?* > ¢ firalle x € [xo—8,x + ]

ist, und dann gilt die Abschitzung || f||> > 2¢8 > 0.
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Anders als das Skalarprodukt ist die zugehorige Norm eine Funktion in nur einer
Variablen und lésst sich daher leichter visualisieren. Aus der Norm ldsst sich das
Skalarprodukt leicht rekonstruieren:

Lemma 2.6 (Polarisationsformel). SeiV ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt.
a) Im Fall K = R gilt fiir alle vyw € V die Formel
() = v+ wl? = vl = [wll® _ [[v+wl®—[v—w]?
’ 2 4
b) Im Fall K = C gilt fiir alle v,w € V die Formel

R L L o AR, T

Beweis. ITm komplexen Fall ist

[v+w|?—|v—w[* = G+wy+w)— v —w,y—w) per Definition
= (nv)+ (vw) + (w,v) + (w,w)

— () + (v,w) + (w,v) — (w,w) wegen Sesquilinearitt

= 4Re({v,w)) wegen (w,v) = (v,w)

und analog ||v+iwl||> — ||v —iw|?> = —4Im({v,w)). Hieraus folgt die Behauptung im
komplexen Fall. Die Rechnung im reellen Fall geht genauso. a

Skalarprodukte beliebiger Vektoren lassen sich durch ihre Norm abschitzen mit
der folgenden wichtigen Ungleichung; fiir das Standardskalarprodukt auf R? liuft
diese hinaus auf |cosy| < 1, aber wir wollen einen davon unabhéngigen Beweis fiir
Skalarprodukte auf beliebigen Euklidischen und unitdren Vektorrdumen geben:

Satz 2.7 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es sei V ein Euklidischer oder unitdrer
Vektorraum. Dann ist

[wow)| < VIl lwll fiir alle v,w € V
und dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linar abhdngig sind.

Beweis. Im Fall w = 0 wird die Ungleichung trivial, sei also w # 0. Die Idee ist
es, einen Vektor minimaler Norm auf der affinen Geraden {v+ Aw | A € K} zu
betrachten. Anschaulich ist klar, dass dazu v + Aw senkrecht auf w stehen sollte:
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Wir definieren also A € K durch (w,v —Aw) =0, d.h.

(w,v)
[Iwl?

l:

Fiir die Norm des so gewihlten Vektors v — Aw erhalten wir

0 < |v—2Aw|? wegen positiver Definitheit
= (v—Aw,v—Aw) per Definition der Norm
= (n1) = A(w,v) — A (v, w) + AL (w,w) wegen Sesquilinearitit
= e - (A8 wegen 2. = () ||
[lwll
und somit folgt die Behauptung durch Multiplikation mit ||w||> > 0. O

Wir erhalten insbesondere die Dreiecksungleichung, die anschaulich besagt, dass
in einem Dreieck die Léange jeder Seite hochstens gleich der Summe der iibrigen
beiden Seitenldngen ist:

Korollar 2.8 (Dreiecksungleichung). Es sei V ein Euklidischer oder ein unitdrer
Vektorraum. Dann ist

lv+w| < ||v||+]|w| firallev,weV
und dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdingig sind.

Beweis. Es gilt
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lv+wl? = 4+w,v+w) per Definition der Norm
= |VI?+ (v, w) + (w,v) + ) wegen Sesquilinearitit
= |[vI[* +2Re((v,w)) +|w]> wegen (w,v) = (v,w)
< WIF 21wl + [w? nach Cauchy-Schwarz
= (IVl+1wl)*

und da auf beiden Seiten positive reelle Zahlen stehen, folgt die Behauptung durch
Wurzelziehen. O

Die wichtigsten Eigenschaften der durch ein Skalarprodukt (-,-) : V xV = K
definierten Norm || - || : V — R werden in der folgenden allgemeineren Definition
zusammengefasst:

Definition 2.9. Eine Norm auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
-1V — Rxo
sodass fiir alle v,w € V und alle A € K gilt:
a) Skalierungsinvarianz: |4 -v|| = |A]-||v]|.
b) Positive Definitheit: ||v|| > 0 fiir alle v # 0.

¢) Dreiecksungleichung: [[v+w| < ||v| + |[w]|.

Einen Vektorraum zusammen mit einer Norm nennt man einen normierten Raum.

Normierte Raume spielen eine wichtige Rolle in der Analysis, da man in ihnen
einen Abstandsbegriff hat. So konnen wir die Kugel vom Radius € > 0umv eV
definieren durch

Be(wl-Il) = {weV|llw—vl <e}

Das folgende Beispiel zeigt, dass solche Kugeln unterschiedlich aussehen kénnen
und dass nicht jede Norm von einem Skalarprodukt kommt:

Beispiel 2.10. Sei p € NU{eo}. Man sieht leicht, dass die Abbildung ||- ||, : R = R
definiert durch

vl {{/v1|l’+---+vn|1’ fir p e N,
v, ==
max{|vi|,...,|va|}  fiir p = oo,

eine Norm ist. Fiir p = 2 ist dies die von dem Standardskalarprodukt induzierte
Norm. Die folgende Abbildung zeigt die “Einheitskreise” in der Ebene beziiglich
einiger dieser Normen:
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N, ¢ 2 Nl = 4 o llp e 1 loll, ¢4

A (F»o)

%

Im Fall n > 2 ist die soeben betrachtete Norm || - ||, : R” — R nur fiir p =2
von einem Skalarprodukt induziert. Um dies nachzupriifen, kann man das folgende
allgemeine Resultat verwenden, das ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
dafiir gibt, wann eine gegebene Norm von einem Skalarprodukt kommt:

Satz 2.11. Sei || - || : V — R eine Norm. Dann sind dquivalent:
a) Es gibt ein Skalarprodukt (-,-) : V x V — K mit ||v||> = (v,v) fiir alle v € V.
b) Es gilt die Parallelogrammgleichung

V4wl 4 [[v—w|> = 2|v|*+2]|w|?* fiiralle v,w € V.

Beweis. Wenn a) gilt, berechnet man
4wl + v =wl* = [V + (,w) + (wyv) + [[w]]?
2 2
H[I= = mw) = (w,v) + [|w]|
= 2||>+2]w|

und somit gilt die Parallelogrammgleichung b). Ist umgekehrt letzteres der Fall,
so erinnern wir uns an die Polarisationsformel in Lemma [2.6] und definieren eine
Abbildung durch

- W im Fall K = R,
W) =

' 2wl . Aoll2 lv—noll2 .
ol _ kil y—ivl® oy g K — .

Direkt aus der Definition folgt, dass (v,v) = ||v||> die gegebene Norm ist. Wir wollen
zeigen, dass (-, ) tatsichlich ein Skalarprodukt ist. Die positive Definitheit folgt aus
der vorigen Gleichung und der Positivitit von Normen. Zudem ist (w,v) = (v,w)
in unsere Definition eingebaut. Zu zeigen bleibt, dass fiir alle u,v,w € V und a € K
gilt:

(u,v+a-wy = (u,v)+a-{u,w)

Fiir a = 1 folgt dies aus der Parallelogrammgleichung durch geduldiges Einsetzen,
im reellen Fall beispielsweise
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4(u,v) +4u,w) = |lu+v))? = lu—v|* + lu+w|? = |Ju—w|? per Definition

a4 v][ + [ wil?

= [l = v~ fIwll?

Jr||”JFW||2JF||V||2 durch Erginzen
- ||’4—W||2— ||V||2 von Nullen
= %(||u—|—v—|—w||2+ ||u—|—v—w||2)

+ 3 (letv+w|® + lu—v+w|?) wegen der
— 3 (le=v+wl? + [lu—v—w|?) Parallelogramm-
— 3 (lutv—wl?+llu—v—v|?) gleichung
= [lutv+w|*—flu—v—w|?

= 4(u,v+w) per Definition

Induktiv folgt dann auch der Fall a € N und hieraus nach Division durch natiirliche
Zahlen der Fall a € Q. Da beide Seiten der zu beweisenden Gleichung stetig von a
abhingen, folgt dann die Gleichung fiir alle a € R. Im komplexen Fall gilt sie sogar
fiir alle a € C, da sie fiir a = i direkt aus der Definition folgt. O

Oft sind wir gar nicht an der genauen Form der Norm || - || : V — R interessiert,
sondern nur daran, welche Teilmengen U C V offen sind in dem Sinn, dass sie um
jeden ihrer Punkte eine kleine Kugel beziiglich der gegebenen Norm enthilt. Die
Kollektion aller solcher offenen Teilmengen bezeichnet man auch als die durch die
Norm definierte Topologie auf dem Vektorraum. Sie hdngt von der Norm nur bis auf
die folgende Aquivalenzrelation ab:

Definition 2.12. Zwei Normen || - ||1,|| - |2 : V — R heiBen dquivalent, wenn es
Konstanten c¢,d € R gibt mit

c-lvlh < vlle < d-|vli fiiralleveV.

In der Analysis zeigt man, dass auf endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen je zwei
Normen #quivalent sind; man denke an die Abbildung ??! Daher werden wir hier
nur Normen betrachten, die von Skalarprodukten kommen. Fiir Vektorraume unend-
licher Dimension gibt es aber viel mehr Wahlmoglichkeiten, in der Analysis spielen
daher allgemeinere normierte Rdume eine wichtige Rolle:

Beispiel 2.13. Auf dem Raum V = C(]0, 1]) der stetigen Funktionen f: [0,1] = R
wird fiir jedes p € NU {eo} durch

Jo 1 (x) |Pdx fir p € N,
max{|f(x)|:x€[0,1]} fiir p= oo,

Illps V— Reo,  fllp =
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eine Norm definiert. Diese Normen sind paarweise nicht-iiquivalent (Ubung)!

3 Orthogonalitit und das Gram-Schmidt Verfahren

Fiir V = R3 haben wir uns zu Beginn dieses Kapitels iiberlegt, dass sich Winkel y
zwischen zwei Vektoren v,w € R? mit dem Standardskalarprodukt berechnen lisst
aus ||v||||w]| cos(y) = (v,w). Allgemeiner konnen wir wegen der Cauchy-Schwarz
Ungleichung den Winkel zwischen zwei Vektoren v,w € R"\ {0} definieren durch
die Gleichung

(v, w)

= e [-1,1].
VIl

cos(y) :

Diese Definition kann man ebenso in jedem Euklidischen Vektorraum lesen. In Fall
von unitdren Vektorraumen kann man zwar keine reellen Winkel zwischen Vektoren
definieren, aber sowohl in Euklidischen wie auch in unitiaren Vektorriumen haben
wir einen sinnvollen Begriff dafiir, wann Vektoren senkrecht aufeinander stehen:

Definition 3.1. Sei V ein Euklidischer oder unitédrer Vektorraum. Vektoren v,w € V
heiBlen orthogonal oder senkrecht zueinander, wenn

(vyw) =0

gilt. Wir schreiben dann v | w. Ein System (v;);e; von Vektoren v; € V heifit
a) ein Orthogonalsystem, wenn v; L v; fiir alle i # j gilt,
b) ein Orthonormalsystem, wenn zusitzlich ||v;|| = 1 fiir alle i ist,

c¢) eine Orthonormalbasis, wenn es ein Orthogonalsystem und eine Basis ist.

Beispiel 3.2. In V = K" bildet die Standardbasis eine Orthonormalbasis beziiglich
des Standardskalarproduktes.

Orthonormalbasen besitzen die schone Eigenschaft, dass sich die Koeffizienten
in der Basisdarstellung von Vektoren einfach als Skalarprodukte ablesen lassen:

Lemma 3.3. Sei V ein Euklidischer oder unitdrer Vektorraum. Dann gilt:
a) Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhdngig.

b) Seiey,...,e, €V eine Orthonormalbasis. Dann besitzt jedes v € V die eindeu-
tige Darstellung

n
v = Zaiei mit a; = (e;,V).
i=1
Beweis. Seiey,...,e, €V ein Orthogonalsystem und v =Y?_ | a;e; mit ¢; € K, dann

folgt
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<ejvv> =

(ngE

n
a,-(ej,ei) = Za,ﬁ,-j = da;.
1 i=1

Indem wir v = 0 wiihlen, sehen wir, dass die Vektoren e1,...,e, linear unabhingig
sind. Wenn sie aulerdem ein Erzeugendensystem bilden, kénnen wir jeden anderen
Vektor v € V aus ihnen linearkombinieren und erhalten die Formel in b). O

Wir wollen zeigen, dass jeder endlich-dimensionale Euklidische oder unitéire
Vektorraum eine Orthogonalbasis besitzt, also in einer geeigneten Basis aussieht
wie der Standardvektorraum mit dem Standardskalarprodukt. Wir beweisen dies per
Induktion iiber die Dimension. Fiir Vektoren v € V und Teilmengen U C V schreiben
wirv L U, wenn v L u fiir alle u € U ist. Offenbar gilt:

Bemerkung 3.4. Sei V ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum, und sei U C V
ein Unterraum mit einem Erzeugendensystem uy,...,u,. Fir v € V sind dann dqui-
valent:

a) Esistv L U.
b) Esistv L u; firallei € {1,...,n}.

Beweis. Jeder Vektor u € U hat die Form u =Y} | a;u; mit a; € K. Wenn v € V die
Eigenschaft b) besitztt, folgt aus der Linearitéit des Skalarproduktes in der zweiten
Variable die Identitit

n n
) =Y ai-(vu;) =Y a;-0 = 0,
i=1

und da u € U beliebig war, folgt a). Die Umkehrung gilt per Definition. a

Fiir die induktive Konstruktion von Orthonormalbasen verwenden wir nun die
folgende Beobachtung:

Lemma 3.5. Sei V ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum, und es sei U CV ein
Unterraum endlicher Dimension mit einer Orthonormalbasis uy,...,u,. Dann gibt
es genau eine lineare Abbildung

pv: V—=U

mit (v—py(v)) LU fiir alle v € V und diese lineare Abbildung ist gegeben durch

pu(v) =) (u;,v)-u.

-

i=1

Wir nennen py die Orthogonalprojektion von V auf den Untervektorraum U.
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> plo)

le,vy e,

Beweis. FirveVundw=v—Y" | qu; mita; € K gilt:

wlU<—wLluyfiri=1,...,n nach Bemerkung[3.4]
<~ (u;,w) =0firi=1,...,n per Definition von L
n n
= (ui,v) = Y aj(ui,uj) =0 wegenw =v— ) ajuj
j=1 j=1
—a;,= <Mi7V> wegen (u,-,uj> = 3,'1'.

Damit folgt die Existenz und die behauptete Formel fiir py, insbesondere ist py
eindeutig bestimmt. Dass py eine lineare Abbildung ist, folgt aus der angegebenen
Formel wegen der Linearitit des Skalarproduktes in der zweiten Variable. a

Wir erhalten das folgende konstruktive Verfahren, das man als eine Verfeinerung
des Basisergdnzungssatzes fiir Vektorraume mit Skalarprodukt betrachten kann:

Satz 3.6. Sei V ein Euklidischer oder ein unitirer Vektorraum mit dimg (V) < oo,
dann gilt:

a) Jede Orthonormalbasis eines beliebigen Untervektorraumes U C 'V lIdsst sich
zu einer Orthonormalbasis von 'V ergdnzen.

b) Insbesondere besitzt der Vektorraum V eine Orthonormalbasis.

Beweis. Es sei U CV ein beliebiger Untervektorraum, und es sei (vi,...,v,) eine
Orthonormalbasis desselben. Im Fall U =V ist nichts zu zeigen, wir diirfen also
annehmen, dass ein Vektor v € V' \ U existiert. Wir betrachten sein Bild unter der
Orthogonalprojektion

pv: V—U

aus Lemma[3.3]und setzen
n
w=v—pyv) =v— Z(um}) - Uj.
i=1

Per Konstruktion gilt w L U und w # 0. Wir gehen von w iiber zu dem normierten
Vektor
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1
Vil 2= oW,
[l

dann ist (v1,...,v,+1) ein Orthonormalsystem und somit eine Orthonormalbasis des
Untervektorraumes
U :=Ruj® - dRuyyy CV

Wir konnen nun induktiv fortfahren. Wegen dimg (U’) = dimg (U) + 1 endet das
Verfahren nach m — n Schritten fiir m = dimg (V). Damit folgt die Aussage @), und
Teil b) erhilt man als Spezialfall U = {0}. O

In der Praxis wendet man das obige Verfahren meistens auf ein vorgegebenes
linear unabhingiges System von Vektoren an, um daraus eine Orthonormalbasis des
hiervon aufgespannten Unterraumes zu konstruieren.

Algorithmus 3.7 (Gram-Schmidt Verfahren). Es seien ug,...,u, € V ein linear
unabhingiges System in einem Euklidischen oder unitdren Vektorraum beliebiger
Dimension. Firi=1,2,...,n:

¢ Betrachte den Vektor v := u;.
* Berechne w := v— Y1 (ve,v) vy

L

W,
lIwll

* Normiere diesen Vektor zu v; :=

Dann bilden vy,...,v, eine Orthonormalbasis von U := Kuj + - - - + Ku,,.

Beispiel 3.8. Auf V = R? betrachte man die Bilinearform (-,-) : V x V — R mit der

Gram-Matrix
1 211

A=—--[121] € Mat(3x3,R)
112

in der Standardbasis. Die Bilinearform ist symmetrisch nach Lemma Fiir alle
Vektoren v = (x,y,z)t € V gilt

4y + 2+ (x+y+2)?

>0
2 =

(vy) = X+ + 2 +xy+aztyz =

mit Gleichheit nur fiir v = 0, also ist (-,-) ein Skalarprodukt. Die Standardbasis
ist keine Orthonormalbasis fiir dieses Skalarprodukt. Um eine Orthonormalbasis zu
finden, wenden wir das Gram-Schmidt Verfahren auf die Standardbasis an:

* Der Vektor v; := e; hat schon die Norm [|v;|> = et -A-e; = 1.
 Als néchstes setzen wir v := e; und berechnen
— das Skalarprodukt (vy,v) =vt-A-v=1

— den Vektor w:=v— (vy,v) vy = 3 - (—1,2,0)t
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— seine Norm ||w|> = wt-A-w =32

— den normierten Vektor

1 1

V) = —— W =
A W

 Als néchstes setzen wir v := e3 und berechnen
— die Skalarprodukte (vi,v) = 3 und (vo,v) = ﬁ,

— den Vektor w :=v — (vy,v)v; — (v2,v)vp = 3(—1,—1,3)t

— seine Norm ||w|> =wt-A-w=%,
— den normierten Vektor
-1
1 1

V3 ::|—~w:— -1

il Ve \ ,

Dann ist (vy,v;,v3) eine Orthonormalbasis fiir das gegebene Skalarprodukt. In der
Tat gilt

1 firie i

(vi,vj) = Vi-A-v; = urz. J.’

0 firi#j.
Bemerkung 3.9. Es sei V = K" mit einem Skalarprodukt, welches beziiglich der
Standardbasis durch eine Gram-Matrix A € Mat(n x n,K) gegeben sei. Eine andere
Basis (v1,...,v,) von K" bildet genau dann eine Orthonormalbasis beziiglich dieses
Skalarproduktes, wenn

ST.A-S =1 fiir die Basiswechselmatrix S := [viva---v, | € Gl,(K)

gilt. Wir werden diese Normalform von Gram-Matrizen spiter verallgemeinern auf
nicht positiv definite hermitesche Sesquilinearformen.

Man kann sich die in Lemma [3.5]betrachtete Orthogonalprojektion vorstellen als
die Projektion auf einen direkten Summanden. Dazu fithren wir folgenden Begriff
ein:

Definition 3.10. Sei V ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum, und sei U C V
ein Untervektorraum. Unter dem Orthokomplement von U in V verstehen wir den
Untervektorraum

Ut .= {vev|vlU}

= {veV|{nw)=0firalle weU}
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Ein Untervektorraum hat viele Komplemente, aber nur ein Orthokomplement
beziiglich eines vorgegebenen Skalarproduktes! Das folgende Lemma zeigt, dass
Orthokomplemente ihren Namen verdienen:

Lemma 3.11. Sei U C V ein endlich-dimensionaler Unterraum eines Euklidischen
oder unitdren Vektorraums. Dann gilt

V=UaU" und (U"' =U.

Beweis. Sei py : V — U die Orthogonalprojektion aus Lemma [3.5] Dann besitzt
jedes v € V die Zerlegung

= cU
Vv = u+w mit {u pu(v) 1
w:i=v—uelU

und somit wird V = U + U~ von U und U+ erzeugt. Diese Summe ist direkt, denn
es gilt:
veUNUT = veUundv LufiralleuecU
—> v _Lv (indem man u = v wibhlt)
= v = 0 (wegen positiver Definitheit des Skalarproduktes)

Also ist U NU* und somit ist die Summe V = U @ U~ direkt. Zu zeigen bleibt nur
noch die Aussage iiber das Orthokomplement des Orthokomplements. Dazu beachte
man, dass fiir beliebige Vektoren v = u+ w mit der Zerlegung u € U, w € U~ gilt:

ve UHt «— weUt: (nx)=0
= VxeUt: (ux)+(ww)=0
= YxcU: (wx)=0
— w=0

wobei wir im letzten Schritt wieder die positive Definitheit des Skalarproduktes
benutzt haben. Somit ist (U+)* = U wie behauptet. O
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Man beachte, dass wir hier nur vorausgesetzt hatten, dass der Unterraum U C V
endliche Dimension besitzt. Im Gegensatz dazu darf V durchaus ein Euklidischer
oder unitdrer Vektorraum unendlicher Dimension sein. Die Orthogonalprojektion
in Lemma [3.5 kann dann z.B. zur Approximation von Funktionen durch endliche
Linearkombinationen einfacherer Funktionen verwendet werden:

Ubungsaufgabe 3.12. Sei V = { stetige Funktionen f : [—1,1] — R} versehen mit
dem Skalarprodukt

1
() = [ s,
und es seien e, € V definiert durch ey := % und ¢, (x) := cos(nnx) firn € N.

a) Man zeige, dass (e,)nen, ein Orthonormalsystem in V ist.

b) Fiir n € N sei U, CV der von e, e1,...,e, aufgespannte Unterraum, und sei
pn: V. — U, == Rej+---+Re,

die Orthogonalprojektion. Man finde p,(f) fiir die Funktion f(x) := 1 — |x|.

Wenn man die Funktionen p,(f) plottet, sieht man, dass sie eine Approximation
von f durch trigonometrische Funktionen liefern. Solche Approximationen werden
in der Fourieranalysis studiert, sie sind wichtig fiir die Signalverarbeitung und bei
der Beschreibung von Klangfarben durch Obertonreihen.

Wir haben hier nur Orthogonalprojektionen auf Unterrdume endlicher Dimension

betrachtet. Fiir Unterriume unendlicher Dimension treten neue Phinomene auf:

Beispiel 3.13. Sei V der Vektorraum der stetigen Funktionen f : [0, 1] — R mit dem
Skalarprodukt

(f.8) = /Olf(X)g(x)dx.

Sei U C V der Unterraum der differenzierbaren Funktionen. Dann gilt U # V, aber
trotzdem ist
Ut = {0} undsomit (UH)t =V

Denn fiir jede stetige, nicht identisch verschwindende Funktion f € V gibt es ein
differenzierbares g € U mit

[ reostax >0

wie in der folgenden Abbildung skizziert:
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)9 (x) 20

Dass U+ = {0} ist, sollte nicht als Pathologie betrachtet werden, es ist eine gute
Nachricht: Es bedeutet, dass stetige Funktionen sich beziiglich der Norm

1
I-ll: VxV — R, f»—)/o|f(x)|2dx

beliebig gut durch differenzierbare Funktionen approximieren lassen.

4 Das Hauptminorenkriterium

Der Gram-Schmidt Algorithmus funktioniert nur, wenn wir es auch wirklich mit
einem Skalarprodukt zu tun haben. Im Beispiel hatten wir positive Definitheit
durch eine ad hoc Umformung in eine Summe von Quadraten gezeigt. Wie kann
man allgemein sehen, ob eine gegebene hermitesche Matrix positiv definit ist? Ein
notwendiges Kriterium hierfiir liefert die Determinante:

Lemma 4.1. Sei A € Mat(n x n,K).
a) Wenn A hermitesch ist, gilt det(A) € R.
b) Wenn A hermitesch und positiv definit ist, gilt det(A) > 0.

Beweis. Ist A hermitesch, so gilt per Definition A = AT und somit

det(A) = det(AT) = det(A?) = det(At) = det(A),

also det(A) € R. Ist die Matrix A zusitzlich positiv definit, so ist die zugehérige
Sesquilinearform ein Skalarprodukt. Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert nach der
Bemerkungeine Basiswechselmatrix S € GI,(K) mit S*-A - S = 1. Es folgt

= det(S") - det(A) - det(S)
= det(A) - det(S) - det(S)
= det(A)-

1 = det(1) = det(ST-A-5)
(

und somit det(A) > 0. O
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Die Positivitidt der Determinante ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir die
positive Definitheit einer symmetrischen oder hermiteschen Matrix: Beispielsweise
ist die Matrix A = —1 € Mat(2 x 2,R) symmetrisch und erfiillt det(A) > 0, aber die
Matrix ist nicht positiv definit, denn

ef-Aep = —1 <0.

Um ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die positive Definitheit zu
formulieren, betrachten wir auch die Determinanten gewisser Untermatrizen:

Definition 4.2. Unter einem k-ten Minor einer Matrix A = (g;;) € Mat(n x n,K)
verstehen wir die Determinante einer Untermatrix
Qijy * Gigji
Ay = R
Aigji " Qigjig

die man aus A durch Auswihlen von genau k Zeilen und Spalten erhilt, wobei die
gewihlten Zeilen und Spalten durch Indexmengen

I = {it,...,ix} mit 1<i <---<ip<n,
J:{.1177]k} mit 1§11<<Jk§n7
angegeben werden. Falls I =J = {1,...,k} fiir ein k < n ist, schreiben wir auch kurz

und nennen die Matrizen A, fiir k = 1,...,n die Hauptminoren von A.

Der folgende Satz zeigt, dass sich die positive Definitheit einer symmetrischen
oder hermiteschen Matrix an ihren Hauptminorem ablesen ldsst; wir formulieren
den Satz der Kiirze halber fiir hermitesche Matrizen, schlieen dabei aber den Fall
symmetrischer Matrizen iiber K = R mit ein:

Satz 4.3 (Hauptminorenkriterium). Fiir hermitesche Matrizen A € Mat(n x n,KK)
sind dquivalent:

a) Es ist A positiv definit.

b) Alle Hauptminoren von A sind positiv: det(Ay) > 0 firk=1,...,n.
Beweis. Wenn a) erfiillt ist, so ist die Sesquilinearform (v,w) — v*-A - w positiv
definit. Aus der Definition ist klar, dass fiir eine positiv definite Sesquilinearform
auch ihre Einschrinkung auf jeden Unterraum positiv definit ist. Indem wir dies

fir k =1,...,n auf den Untervektorraum U := Ke; & - - -  Ke, C K" anwenden,
erhalten wir, dass die Sesquilinearform

UxU — K, (hw) = 3 -Aw
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positiv definit ist. Aber beziiglich der Basis (ej,...,e;) von Uy wird diese genau
durch die Gram-Matrix A; beschrieben. Damit ist der fithrende Hauptminor A eine
positiv definite Matrix und nach Lemma [4.1]folgt det(A;) > 0, also gilt b).

Gelte nun umbekehrt b). Wir zeigen die positive Definitheit von A per Induktion
iiber n. Fiir n = 1 ist die Behauptung klar. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir
nun die durch Streichen der letzten Zeile und Spalte von A erhaltene B =A,,_;. Da
wir die Eigenschaft b) voraussetzen, ist

det(By) = det(Ax) > 0 fir k= 1,2,....n—1.

Per Induktion wissen wir also, dass die Matrix B positiv definit ist. Nach Satz
existiert somit fiir die durch diese Matrix definierte Sesquilinearform (-,-)p eine
Orthonormalbasis von Vektoren

VieeoosVpo1 € Upmg = Key®---@Ke,—y € K"
Wie im Gram-Schmidt Verfahren (aber ohne zu wissen, ob A positiv definit ist)

betrachten wir nun den Vektor

n—1

Vo = en— Y (Vi,en)a-vi.
i=1

Dann gilt (v;,v,)4 = 0 fiir | <i < n. Fiir den Basiswechsel S = (vy,...,v,) € GI,(K)
folgt
S'AS = Diag(1,...,1,¢)

Dabei ist a priori ¢ = (v, v, )4 € K ein beliebiger Skalar. Aber nach der Annahme b)
ist
¢ = det(STAS) = |det(S)[*>-det(A) € Rsg

und somit ist STAS positiv definit. Dann ist auch A positiv definit. a

Beispiel 4.4. Es gilt:
a) Fiir die bereits in Beispiel [3.8] betrachtete Matrix
211
A=--1121
112
istdet(Ay) =1, det(Ar) = %, det(A3) = % Wie erwartet ist also A positiv definit.

b) Die Semidefinitheit von Matrizen ldsst sich nicht an den Haupminoren ablesen,
z.B. sind fiir die reellen symmetrischen Matrizen

000
A=(010
001
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alle Hauptminoren Null, es ist jedoch offensichtlich A positiv semidefinit, B
negativ semidefinit und C indefinit.

5 Orthogonale und unitire Abbildungen

In vielen Anwendungen spielen ldngenerhaltende lineare Abbildungen eine Rolle:

Definition 5.1. Es seien (V1, || ||1) und (Va, || - ||2) zwei normierte Vektorrdume. Eine
lineare Abbildung
f Vi — W

heiit eine Isometrie, falls gilt:

lfW)2 = ||v|i firalle ve V.

Beispielsweise ist in der reellen Ebene V = R? mit der vom Standardskalarprodukt
induzierten Norm jede Drehung um den Ursprung und jede Spiegelung an einer
Geraden durch den Ursprung eine Isometrie:

Allgemein gilt:

Lemma 5.2. Isometrien sind injektiv. Insbesondere bilden die Isometrien f:V —V
Jjedes endlich-dimensionalen normierten Raumes (V, || - ||) auf sich eine Untergruppe
von Autg (V), wir nennen diese die Isometriegruppe des normierten Raumes und
bezeichnen sie mit

Autg (V,[[-]]) € Autg (V).

Beweis. Sei f: V) — V, eine Isometrie. Dann gilt
fv)=0 <= |fW|=0 <= |v|=0 <= v=0

und somit ist f injektiv. Im Fall dimg (V}) = dimg (V2) < e ist f dann sogar bijektiv
nach der Dimensionsformel. Indem man in den obigen Aquivalenzen v = f~!(w)
fiir w € V, wihlt, sieht man, dass in diesem Fall das Inverse f ~1.v, — vV, ebenfalls
eine Isometrie ist. Insbesondere bilden die Isometrien eines endlich-dimensionalen
Euklidischen oder unitdren Raumes V = V| =V, eine Gruppe, da idy eine Isometrie
ist und die Verkettung und das Inverse von Isometrien wieder Isometrien sind. O
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Wir interessieren uns hier fiir Euklidische und unitdre Vektorrdume. Fiir diese
sind Isometrien automatisch mit dem Skalarprodukt vertrédglich; im reellen Fall ist
also jede lingenerhaltende Abbildung auch winkelerhaltend:

Lemma 5.3. Sei f: Vi — V, eine Isometrie von Euklidischen oder unitdren Raumen
beziiglich der von den jeweiligen Skalarprodukten (-,-); : V; X V; = K induzierten
Normen. Dann gilt

(FW), fw))2 = (vyw); firalle v,w € Vj.
Beweis. Das folgt direkt aus der Polarisationsformel in Lemma[2.6] O

Wir wollen uns in diesem Abschnitt die Isometriegruppe von Euklidischen und
unitidren Vektorrdumen ansehen. Ihre Elemente haben einen eigenen Namen:

Definition 5.4. Sei V ein Euklidischer oder unitidrer Vektorraum und f € Endg (V)
eine Isometrie. Dann nennen wir f eine

a) orthogonale Abbildung fiir K = R.
b) unitire Abbildung fiir K = C.

Wenn man die Gram-Matrix des Skalarproduktes in einer gegebenen Basis kennt,
lassen sich die Abbildungsmatrizen von orthogonalen bzw. unitiren Abbildungen
wie folgt charakterisieren:

Proposition 5.5. Es sei V ein Euklidischer oder unitdirer Vektorraum von endlicher
Dimension und
A = Gramg (-,-)

die Gram-Matrix seines Skalarproduktes in einer Basis 9. Fiir f € Endg (V) sind
dann dquivalent:

a) Es ist f eine orthogonale oder unitdre Abbildung.
b) Es gilt B'AB = A fiir die Abbildungsmatrix B = M(f).

Beweis. Sei W : V — K" der Isomorphismus, der die Basis % abbildet auf die
Standardbasis. Per Definition der Gram-Matrix haben wir dann ein kommutatives
Diagramm

VxV £ K

‘I’x‘l’l H

K" x K" K

(vw) = v-Aw

und diirfen somit im Folgenden annehmen, dass V = K” mit der Standardbasis %
und dem Skalarprodukt (v,w) = v'-A - w ist. Nach Lemma ist f orthogonal
bzw. unitidr genau dann, wenn

(f(v),f(w)y = (vw) firalle v,w €V
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gilt. Indem wir f(v) = B-vund f(w) = B-w einsetzen und das Skalarprodukt durch
die Gram-Matrix beziiglich der Standardbasis ausdriicken, wird diese Bedingung zu

W.BA-B-w=17"Aw firalle vwwe K"

Ist diese Bedingung erfiillt, so konnen wir insbesondere v = ¢; und w = ¢; setzen
und erhalten fiir den (i, j)-Eintrag der Matrizen

(B*-A-B);j = Ajj.

Da das fiir alle (i, j) gilt, folgt dann B'-A-B=A wie behauptet. Ist umgekehrt die
letzte Gleichung erfiillt, dann offensichtlich auch die vorige Bedingung. ad

Korollar 5.6. Die zu B € Mat(n x n,K) gehirige Endomorphismus von V = K"
ist eine orthogonale bzw. unitdre Abbildung fiir das Standardskalarprodukt genau
dann, wenn gilt:

B"-B =1

Beweis. Das ist der Spezialfall A = 1 der vorigen Proposition. ad

Definition 5.7. Die obigen Matrizen haben einen eigenen Namen:
a) Eine Matrix B € Mat(n X n,R) heiBt orthogonal, wenn B'B = 1 ist.
b) Eine Matrix B € Mat(n x n,C) heiBt unitir, wenn B'B = 1 ist.

Die Menge aller Matrizen mit dieser Eigenschaft ist nach Lemma[5.2]eine Gruppe,
wir nennen sie die orthogonale bzw. unitdre Gruppe der Grole n und bezeichnen
sie mit

2
S
[
N

{BeGl,(R)|B*=B""'} C GI,(R),

i~

~~

&
I

{BeGl,(C)|B"=B""} C GI,(C).

Bemerkung 5.8. Fiir B € Mat(n x n,K) sind die folgenden Bedingungen #quivalent,
wobei K" mit dem Standardskalarprodukt versehen sei:

a) Die Matrix B ist orthogonal bzw. unitér.
b) Die Matrix B! ist orthogonal bzw. unitir.
c¢) Die Spalten von B bilden ein Orthonormalsystem.

d) Die Zeilen von B bilden ein Orthonormalsystem.

Beweis. Per Definition ist eine Matrix B orthogonal bzw. unitdr genau dann, wenn
ihre Spalten ein Orthonormalsystem fiir das Standardskalarprodukt bilden. Die
transponierte Matrix Bt ist also orthogonal bzw. unitir genau dann, wenn die Zeilen
von B ein Orthonormalsystem bilden. Zu zeigen bleibt nur, dass a) und b) dquivalent
sind. In der Tat gilt:
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B ist orthogonal bzw. unitir <= B'-B =1
«— B" =B"!
«— BB =1
— (BY)"-B* =1
<= B'ist orthogonal bzw. unitir

wobei die vorletzte Aquivalenz die komplexe Konjugation und 1 = 1 benutzt. a

Beispiel 5.9. Eine Matrix

ab
A= (C d> € Mat(2 x2,R)

ist orthogonal genau dann, wenn gilt:
a?+c* =b*+d* =1 und ab+ed = 0.
Die allgemeine Losung der ersten beiden Gleichungen ist
a = cos(a), b = —sin(B),
¢ =sin(a), d = cos(B),

mit ¢, B € R. Die dritte Gleichung wird damit nach dem Additionstheorem fiir sin
und cos zu

0 = ab+cd = —cos(a)sin(f) +sin(et) cos(f) = sin(o— p),
d.h. B = o+ kn mit k € Z. Die Gruppe O(2) enthilt also zwei Typen von Matrizen:

a) Drehungen

A (cos(a) sin(a))

sin(at)  cos(a)

b) Spiegelungen
_ (cos(a) sin(a))

sin(at) —cos(a)

Orthogonale Matrizen vom Format 2 x 2 haben also immer die Determinante 41,
und als Eigenwerte kommen nur -1 in Frage. Allgemeiner gilt:

Lemma 5.10. Sei A € Mat(n x n,K) eine orthogonale oder unitiire Matrix. Dann
gilt:

a) Es ist |det(A)| = 1.
b) Jeder Eigenwert A € K von A hat Absolutbetrag |A| = 1.
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Beweis. Aus der Bedingung AT-A = 1 folgt |det(A)|? = det(1) = 1. Ist A € K ein
Eigenwert und v € V \ {0} ein zugehoriger Eigenvektor, dann gilt

V> =7 1-v = 7-AT-4.v = (AT (Av) = Tvt-(/lv) = |A]>|v|)?
und somit [A]| = 1. O

Durch Einschrinken des Gruppenhomomorphismus det : GI,,(K) — K* erhalten
wir somit surjektive Homomorphismen

det: O(n) — {£1}
det: U(n) — S' = {ze T ||z =1}

von Gruppen. Die spezielle orthogonale bzw. spezielle unitire Gruppe ist definiert
als der Kern dieser Homomorphismen, also

SO(n) := {A€O(n)|det(A) =1},
SU(n) := {A€U(n)|det(A) =1}.

Die Gruppe SO(3) besteht genau aus den orientierungserhaltenden Isometrien
des Raumes. Als Anwendung erhalten wir den Satz vom Fufiball: Wenn zum Anpfiff
der zweiten Halbzeit eines FuB3ballspiels der Ball in die Feldmitte gelegt wird, gibt
es zwei gegeniiberliegende Punkte des Balls, die sich an derselben Stelle wie zum
Anpfiff der ersten Halbzeit befinden:

Korollar 5.11 (Satz vom FuBball). Jede orientierungserhaltende Isometrie von R3
besitzt einen von Null verschiedenen Fixpunkt. Genauer ist jede solche Isometrie
eine Drehung um eine Achse durch den Ursprung: Fiir jede Matrix A € SO(3) gibt
es ein S € SO(3) und o € R mit

S7'AS = [ 0fcos(a) —sin()
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Beweis. Sei A € SO(3). Dann besitzt das normierte Polynom 4 (¢) € R[¢] den Grad
drei und den konstanten Term Y4 (0) = —det(A) = —1. Der Zwischenwertsatz der
Analysis zeigt, dass es mindestens eine positive Nullstelle A > 0 besitzt. Diese ist
ein Eigenwert, also folgt A = 1 nach Lemma Sei v; = v € R ein Eigenvektor
dazu mit ||v|| = 1. Wir ergéinzen diesen zu einer Orthonormalbasis (vi,v2,v3).

Dann wird U := Rvy; @Rv3 = (Rv;)* C R3 von A auf sich abgebildet, denn
es gilt

uelU <= (u,v;)=0
— (Au,Av;) =0
<~ (Au,v;)=0
= AucU

Sei S = (vi,v2,v3) € O3(R) der Basiswechsel von der Standardbasis zur gewéhlten
Orthonormalbasis, dann erhalten wir

e (1]0
S As_<0tM

wobei M die Abbildungsmatrix der Einschrinkung unserer Isometrie auf U C R?
beziiglich der Orthonormalbasis (v,,v3) ist. Diese Einschrinkung ist eine Isometrie
und es ist det(M) = det(S~'AS) = det(A) = 1. Da U eine Euklidische Ebene ist,
muBl M nach Beispiel [5.9]eine Drehmatrix sein. a

Orthogonale Matrizen sind auch fiir die Beschreibung beliebiger invertierbarer
Matrizen hilfreich:

Beispiel 5.12. Jede Matrix M € Gl»(R) lisst sich zerlegen als ein Produkt einer
Scherung, einer Streckung der Koordinatenachsen und einer Drehung oder einer
Spiegelung. Denn sei 7 > 0, sodass die erste Spalte von M aus dem Vektor (r,0) € R?
durch eine Drehung um den Winkel « hervorgeht. Dann folgt

_ (cosa —sinat (rs) _ (coso —sina) (rO0\ (13
~ \sina  cosa 0t/  \sina cosa 01t 01
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Die obige Zerlegung verallgemeinert sich wie folgt:

der reellen Diagonalmatrizen mit positiven Diagonaleintréigen, und fiir K =R,C
sei E,(K) C GI,,(K) die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der
Diagonalen. Dann liefert die Matrixmultiplikation bijektive Abbildungen

Satz 5.13 (Iwasawa-Zerlegung). Fiir n € N bezeichne D,, C Gl,(R) die Gruppe

O(n) x D, x E,(R) — GI,(R), (A,B,C) — A-B-C,
U(n) x D, x E,(C) — GI,(C), (A,B,C) — A-B-C.

Beweis. Wir beweisen die Aussage im reellen Fall und schreiben kurz E,, = E,(R),
denn der komplexe Fall geht vollig analog. Da D,,, E, C Gl,,(R) Untergruppen sind
und D, NE, = {1} gilt, ist

D, xE, — GI,(R), (B,C) — B-C

eine injektive Abbildung. Man beachte, dass diese kein Gruppenhmomorphismus
ist, da fir A € Dy, B € E, im Allgemeinen AB # BA gilt. Aber das Bild dieser
injektiven Abbildung besteht genau aus den oberen Dreiecksmatrizen mit positiven
Diagonaleintrigen. Insbesondere ist das Bild eine Untergruppe D, E, C Gl,(R), und
es gilt O(n) N (D,E,) = {1}. Somit ist auch

O(n) x (DyEy) = Gly(R), (A,D) s A-D

eine injektive Abbildung. Zu zeigen bleibt die Surjektivitit:

Sei M € Gl,(R) gegeben. Die Spalten von M bilden eine Basis vi,...,v, des
Standardvektorraumes R” und das Gram-Schmidt Verfahren konstruiert aus dieser
eine Orthonormalbasis. Ein Blick auf das Verfahren zeigt, dass fiir die so erhaltene
Orthonormalbasis uy,...,u, gilt:

Ui = Qi vi+a;i—1-vi-1+---+aj-vi mit ajj € R und a; >0
fiir alle i. Es gilt dann

o | aneE o

up -+ Uy = Vi stV . "

Ann

mit a; € R fiir alle i. Die Matrix auf der linken Seite liegt in O(n), der zweite
Faktor auf der rechten Seite in der Untergruppe D,E, C GI,(R). Multiplikation von
rechts mit seinem Inversen liefert die Behauptung. a

Fiir praktische Anwendungen wird die obige Zerlegung héufig in der folgenden
Form verwendet:
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Korollar 5.14 (QR-Zerlegung). Es sei M € Mat(m x n,R) mit k(M) = n. Dann
ist
M = Q-R

mit Matrizen Q,R von folgender Form:

* O € Mat(m x n,R) hat orthonormale Spalten,

* R € Mat(n x n,R) ist eine obere Dreiecksmatrix.

Beweis. Wegen tk(M) = n ist insbesondere m > n, und die Spalten von M sind
linear unabhéngig. Wir ergiinzen sie zu einer Basis und erhalten eine invertierbare
Matrix _

M= (M|x) € Glu(R).

Auf diese wenden wir die Iwasawa-Zerlegung in Satz [5.13] an und erhalten eine
Zerlegung

M=0-R mit Q= (Q|*) e 0(m) und ﬁz(%\%)

wobei R € DyE,, C Gl (R) eine obere Dreiecksmatrix ist. O

Beispiel 5.15. Um ein lineares Gleichungssystem der Form Mx = b mit » € R™ zu
16sen, kann man wie folgt vorgehen:

a) Schreibe M = QR wie in Korollar[5.14]
b) Berechne den Hilfsvektor y = Qt - b.
¢) Berechne x durch “Riickwirtseinsetzen” aus Rx = y.

Man beachte, dass in b) nur die transponierte Matrix eingeht: Es ist kein explizites
Invertieren einer Matrix notwendig, denn Q- Q = 1, wenn die Spalten von Q ein
Orthonormalsystem bilden. Auch c¢) kostet keine Miihe, weil R hier ja eine obere
Dreiecksmatrix ist. Es bleibt also nur die Frage, wie man eine Zerlegung M = OR
in a) moglichst effizient berechnet. Fiir numerische Rechnungen sollte man nicht
das Gram-Schmidt Verfahren benutzen, da dies numerisch instabil ist; bessere Me-
thoden fiir die Berechnung einer QR-Zerlegung lernen Sie in der Numerik.

6 Dualitiit und adjungierte Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns iiberlegen, was Skalarprodukte mit Dualitit zu
tun haben. Wenn wir V = R”" als Vektorraum von Spaltenvektoren betrachten und
den Dualraum V* = Homg (V,R) als Vektorraum von Zeilenvektoren ansehen, wird
die Auswertungsabbildung

VixV — R, (f,v) = f(v)
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zum Matrizenprodukt
Mat(1 x n,R) x Mat(n x 1,R) — R, (u',v) > u*-v

von Zeilenvektoren mit Spaltenvektoren. Alternativ konnen wir dies auch verstehen
als Standardskalarprodukt von zwei Spaltenvektoren. Allgemeiner gilt:

Lemma 6.1. Sei V ein Euklidischer Vektorraum endlicher Dimension. Dann liefert
das Skalarprodukt einen Isomorphismus

V =V u o ().

Beweis. Aus der Linearitit des Skalarproduktes in der zweiten Variable ist klar, dass
fiir jedes feste u € V durch

o= (u,—): V—->R, v (uv)
eine Linearform definiert wird: Fiir alle vyw € V und o € R ist
o,(v+aw) = (u,v+oaw) = (u,v)+ol{u,w) = @,(v)+ ae,(w).

Die Linearitit des Skalarproduktes in der ersten Variable liefert fiir u,v € V, ¢ € R
ebenso

Qytav = <u+aVa*> = <”7*>+a<vv*> = @, + a0,

Daher wird durch u — ¢, eine lineare Abbildung V — V* definiert. Um zu zeigen,
dass diese ein Isomorphismus ist, geniigt es wegen der Vorassetzung dimg (V') < oo,
die Injektivitit zu zeigen. In der Tat gilt

o = 0 < (u,v)=0firalleveV <= ucV:={0} <= u =0
wegen der Definitheit des Skalarproduktes, und somit folgt die Behauptung. a

Fiir unitidre Vektorrdume kann man analog verfahren. Da das Skalarprodukt hier
nicht bilinear, sondern sesquilinear ist, fithren wir folgende Sprechweise ein:

Definition 6.2. Eine Abbildung f : V — W zwischen komplexen Vektorrdaumen
heil3t semilinear, wenn

fluta-v) = f)+a-f(v)

fiir alle u,v € V und alle ¢ € C ist. Dann ist insbesondere f ein Homomorphismus
von reellen Vektorrdumen. Unter einem semilinearen Isomorphismus verstehen wir
eine bijektive semilineare Abbildung. Wie zuvor gilt:

Lemma 6.3. Sei V ein unitdrer Vektorraum endlicher Dimension. Dann liefert das
Skalarprodukt einen semilinaren Isomorphismus

V =V ou— (u, ).
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Beweis. Wie in Lemma Die Sesquilinearitit in der ersten Variable liefert in
diesem Fall

Outav = <M—|— av, _> = <u7 _> +a<va _> = Qut+ao,
und somit ist hier die Bijektion V — V* semilinear. |

Im Kapitel iiber Dualrdume hatten wir zu jeder linearen Abbildung f:V — W
eine duale lineare Abbildung f* : W* — V* definiert. Fiir Euklidische bzw. unitire
Vektorrdume konnen wir diese nun wie folgt interpretieren:

Proposition 6.4. Sei f € Homg (V, W) ein Homomorphismus endlich-dimensionaler
Euklidischer oder unitirer Vektorriume. Dann gibt es genau ein g € Homg (W, V)
mit

(W, f(V)y = (gw),v), fiiralle veV,weW.

Wir schreiben auch g = f' und bezeichnen dies als die zu f adjungierte Abbildung.

Beweis. Lemmal6.T|bzw. [6.3]liefert die semilinearen Isomorphismen @y, @w in dem
folgenden Diagramm:

Fiir w € W gilt per Konstruktion
(pvog)w) = (g(w), =)y
(fropw)(w) = (w,f(=))y

Das Diagramm kommutiert also genau dann, wenn g die in der Proposition genannte
Eigenschaft besitzt. Die eindeutige lineare Abbildung g € Homg (W, V) mit dieser
Eigenschaft ist daher g = ¢, "o f* o . Man beachte, dass es sich hierbei auch im
komplexen Fall um eine lineare, nicht um eine semilineare Abbildung handelt! O

Natiirlich kann man die abstrakte Charakterisierung der adjungierten Abbildung
auch in Matrizensprache konkretisieren:

Lemma 6.5. Fiir i = 1,2 sei V; ein Euklidischer oder unitdrer Vektorraum und 9;
sei eine Orthonormalbasis desselben. Fiir f € Homg (Vy,V2) ist dann beziiglich der
gegebenen Basen die Abbildungsmatrix der adjungierten Abbildung die adjungierte
Matrix der Abbildungsmatrix:
o i
M%z,%l (f ) - (M%I;@Z(f))

Beweis. Seien %) = (u1,...,u,) und % = (v1,...,vy) Orthonormalbasen. Fiir die
Abbildungsmatrizen
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M%l Rz (f) = (aij) S Mat(m X n,K)

My, (fT) = (bji) € Mat(n x m,K)

gilt dann
Za,]v, und f Vi) Zb,,uj
Somit gilt
aij = (vi, f(uj)) weil vy, ..., v, ein Orthonormalsystem bilden
= (fT(v),u)) per Definition der adjungierten Abbildung
=b; i weil uy,...,u, ein Orthonormalsystem bilden
und es folgt die Behauptung. a

Bemerkung 6.6. In Proposition steht die adjungierte Abbildung in der ersten
Variablen des Skalarproduktes. Da das Skalarprodukt Hermitesch ist, gilt dann aber

auch
(F@)w) = w.f) = (FFw),v) = (wfT(w).
Wegen der Eindeutigkeit folgt

(= r.

Fiir die Zusammensetzung von Abbildungen sieht man analog (go f)" = fTog".

Besonders interessant ist der Fall von Endomorphismen. Dann sind f und f*
Endomorphismen desselben Vektorraumes, insbesondere kann man fragen, ob diese
beiden Endomorphismen gleich sind:

Definition 6.7. Sei V ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum mit dimg (V') < oo.
Ein Endomorphismus f € Endg (V) heiBt selbstadjungiert, wenn 7 = f ist. Das ist
dquivalent zu der Bedingung

AT =4

fiir die Abbildungsmatrix A = My(f) zu einer beliebigen Orthonormalbasis % des
Vektorraumes. Wir halten fest:

a) Fir K = R ist ein Endomorphismus selbstadjungiert genau dann, wenn er in
einer Orthonormalbasis durch eine symmetrische Matrix dargestellt wird.

b) Fiir K = C ist ein Endomorphismus selbstadjungiert genau dann, wenn er in
einer Orthonormalbasis durch eine hermitesche Matrix dargestellt wird.

Matrizen A € Mat(n x n,K) mit AT = A bezeichnet man auch als selbstadjungiert.

Wir haben in Lemma [5.10| gesehen, dass die Determinante und Eigenwerte von
orthogonalen bzw. unitiren Matrizen Betrag 1 haben. Auch fiir selbstadjungierte
Matrizen gibt es eine Einschrinkung an die Determinante und Eigenwerte:
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Lemma 6.8. Sei A € Mat(n x n,K) selbstadjungiert. Dann gilt:

a) det(A) € R.
b) Alle Eigenwerte von A sind reell.

Beweis. Die erste Eigenschaft haben wir uns im Lema[. T|iiberlegt. Die zweite folgt
mit dhnlichen Argumenten: Sei A € K ein Eigenwert und v € K"\ {0} ein dazu
gehoriger Eigenvektor; dann gilt

Av=2Av ud A" = @A) = @A) =217
und wegen A = AT somit
AP =7 Av =7 (A-v) =T (ATv) = - AT) v = Ay

Indem wir ||v||> # 0 auf beiden Seiten kiirzen, erhalten wir die Behauptung. O

Beim Ubergang von abstrakten Endomorphismen zu Abbildungsmatrizen ist zu
beachten, dass die Korrespondenz

orthogonale/unitire Endomorphismen <— orthogonale/unitire Matrizen

selbstadjungierte Endomorphismen <— symmetrische/hermitesche Matrizen
nur fiir Abbildungsmatrizen beziiglich einer Orthonormalbasis gilt:

Beispiel 6.9. Es sei V = R? mit dem Standardskalarprodukt, und f € Endg (V) sei
definiert durch

fv)=A.v firdie Matrix A := ((1) (1)>

Dann ist f ein selbstadjungierter und orthogonaler Endomorphismus. Aber in der
nicht orthonormalen Basis = (e},e| + ;) ist

man) = (719):

und diese Matrix ist weder symmetrisch noch orthogonal.

Othogonale, unitidre oder selbstadjungierte Endomorphismen sollten wir also
moglichst in Orthonormalbasen beschreiben. Als Basiswechsel bleiben dann nur
Matrizen S € O(n) bzw. S € U (n). Nur fiir diese Basiswechselmatrizen gilt ST = §~!
und somit

A orthogonal bzw. unitir <= S “las orthogonal bzw. unitér

A selbstadjungiert <= S~ 'AS selbstadjungiert
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Dies fiihrt auf die Frage: Wie einfach kann man eine Abbildungsmatrix durch einen
orthogonalen bzw. unitiren Basiswechsel machen? Wann ist eine Matrix durch
einen solchen Basiswechsel diagonalisierbar? Ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium dafiir liefert der im nichsten Abschnitt diskutierte Spektralsatz.

7 Der Spektralsatz

Wir haben zwei wichtige Klassen von Matrizen A € Mat(n x n,K) definiert durch
die Bedingung
+ {A‘l fiir A orthogonal bzw. unitir,
A =

A fiir A symmetrisch bzw. hermitesch.
Aus geometrischer Sicht sind die orthogonalen bzw. unitdren Matrizen genau die
Isometrien beziiglich des Standardskalarproduktes, wihrend die symmetrischen
bzw. hermiteschen Matrizen die fiir das Standardskalarprodukt selbstadjungierten

Endomorphismen sind. Wir werden den Spektralsatz fiir beide Typen von Matrizen
beweisen und dabei nur die folgende allgemeinere Eigenschaft benotigen:

Definition 7.1. Wir sagen,
a) eine Matrix A € Mat(n x n,K) sei normal, wenn AT-A = A - AT gilt.

b) ein Endomorphismus f € Endg (V) eines endlich-dimensionalen Euklidischen
oder unitiren Vektorraumes sei normal, wenn f7o f = fo fT ist.

Orthogonale, unitire und selbstadjungierte Matrizen sind trivialerweise normal, es
gibt aber viele weitere Beispiele:

Beispiel 7.2. Fiir Diagonalmatrizen A = Diag(44,...,4,) € GI,(K) gilt:
a) A ist orthogonal bzw. unitéir genau dann, wenn |A;| = 1 fiir alle i ist.
b) A ist selbstadjungiert genau dann, wenn A; € R\ {0} fiir alle 7 ist.
c) A ist normal fiir beliebige Diagonaleintrige A4, ...,4, € K\ {0}.

Die Bedingung A" -A = A - A" ist stabil unter Basiswechseln mit orthogonalen
bzw. unitiren Basiswechselmatrizen, aber nicht unter anderen Basiswechseln: Z.B. ist

die Matrix
01
A= (1)

aus dem Beispiel[6.9normal. Aber der Basiswechsel S aus demselben Beispiel fiihrt

zu der Matrix
_ —-10
. 1 _
B := S 'AS = ( 1 1),

und diese ist nicht normal: Man rechnet leicht nach, dass hier Bt- B # B - Bt ist.
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Proposition 7.3. Es sei V ein endlich-dimensionaler Euklidischer oder unitiirer
Vektorraum. Fiir normale Endomorphismen f € Endg (V) gilt:

a) Fiirallev € Vist |[fT(v)| = | £ () ].

b) f und f' haben dieselben Eigenvektoren. Genauer gilt fiir alle v € V und A € K:
fO)=Av = ffv)=21-v

c¢) Eigenvektoren von f zu verschiedenen EW sind zueinander orthogonal.

Beweis. Fiir a) berechnet man

IFOI? = (f(v), £(v)) per Definition der Norm
= (ffrm),v) per Definition von f"
= (F(ST)m) per Normalitit 7o f = fo f*
= ('), f1v) wegen f = (f1)7
= | ) per Definition der Norm

Die Aussage b) folgt dann aus

IF) = Av[* = (£(v) = Av, f(v) = Av)
= [IF WP = A (4),v) = A0 f0)) + ALV
IIfT(V)II2 A fT W) =2 () v) +ALRIV]*  (nacha)
= (/1) =AvfT(v) = Av)
= Iff () - ||2

Fiir ¢) sei v; € V ein Eigenvektor von f zu einem Eigenwert A; € K fiiri = 1,2, dann
gilt

b)

Dalviva) = (i dava) = (1. f(2)) = (£ (v)va) 2

Somit ist (2,2 —M)- <V1 ,V2> =0, und im Fall A, # A; folgt <V1,V2> =0. (|

(Avi,m) = A {vi,v)

Korollar 7.4. Sei V ein Euklidischer oder unitéirer Vektorraum mit dimg (V) < oo,
und sei ein normaler Endomorphismus f € Endg (V) gegeben. Dann ist fiir jeden
Eigenvektor v € V von f das Orthokomplement

U = {u eV |{u,v)= 0} C V  ein f-invarianter Unterraum.

Beweis. Sei f(v) = Av mit A € K. Nach Teil ») von Propositionist i) =2av.
Somit gilt

v f(w) = (fv),u) = Avu) = A~ (vu)
und aus (v,u) = 0 folgt daher wie behauptet (v, f(«)) = 0. O
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Dies fiihrt auf den Spektralsatz, das zentrale Resultat dieses Kapitels. Der Name
dieses Satzes kommt daher, dass die Menge der Eigenwerte eines Endomorphismus
auch sein Spektrum genannt wird. Der Spektralsatz gibt eine vollstindige Antwort
auf die Frage, wann ein Endomorphismus in einer geeigneten Orthonormalbasis
durch eine Diagonalmatrix dargestellt werden kann:

Satz 7.5 (Spektralsatz fiir Endomorphismen). Sei V ein endlich-dimensionaler
Euklidischer oder unitdrer Vektorraum. Dann sind die folgenden Bedingungen fiir
Endomorphismen f € Endg (V) dquivalent:

a) Es existiert eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f.

b) Es ist f normal und das Polynom x¢(t) zerfillt in K[t] in Linearfaktoren.

Beweis. Wenn a) gilt, sei 8 = (vi,...,v,) eine Orthonormalbasis und f(v;) = A;v;
mit A; € K. Dann ist
A

My (f) = .
An
eine Diagonalmatrix, also nach Beispiel [7.2] eine normale Matrix. Da es sich hier
um die Abbildungsmatrix beziiglich einer Orthogonalbasis handelt, ist dann auch

der Endomorphismus f normal. AuBerdem zerfallt y(r) = [T\, (t — A;) komplett
in Linearfaktoren. Somit gelten die Bedingungen in b).

Sei nun umgekehrt b) erfiillt. Da das Polynom x¢(¢) in K[t] in Linearfaktoren
zerfillt, hat es insbesondere eine Nullstelle, d.h. f hat einen Eigenwert A € K. Sei
dann v € V \ {0} ein zugehériger Eigenvektor. Durch Reskalieren kénnen wir die
Normierung

vl =1

erreichen. Wir wollen nun per Induktion iiber die Dimension von V schlieen und
betrachten das Orthokomplement

U:={ueV|ulv}.

Dies ist ein f-invarianter Unterraum nach Korollar [7.4] Durch Einschriinken von f
erhalten wir somit einen Endomorphismus

fu: U —U, ur— f(u.

Wenn wir zeigen kénnen, dass mit f auch fy die Voraussetzungen b) erfiillt, gibt es
per Induktion iiber die Dimension wegen

dim]K(U) = dimK(V) -1

eine Orthonormalbasis von U bestehend aus Eigenvektoren von fy. Indem wir zu
dieser Basis noch den zu Beginn gewihlten normierten Eigenvektor v hinzufiigen,
erhalten wir eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f.
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Es bleibt also nur zu priifen, dass der Endomorphismus fiy € Endg (U) normal
ist und sein charakteristisches Polynom in K[¢] in Linearfaktoren zerfillt. Um dies
zu zeigen, wihlen wir zunéchst eine beliebige Orthonormalbasis By = (uy, ..., uy,)
von U. Dann ist

B = (vug,...,up)

eine Orthonormalbasis von V und die Abbildungsmatrix von f zu dieser Basis hat
die Blockform

A= Myg(f) = <%‘%) mit Ay = Mg, (fv).

Insbesondere gilt fiir die charakteristischen Polynome

xr(0) = xa(t) = (= A) xay (1) = (t=2) 21, (1),

sodass mit xr(t) auch das Polynom xy, (¢) in K[t] in Linearfaktoren zerfillt. Fiir
dieses Argument hitten wir noch keine Orthonormalbasis benétigt, diese spielt aber
fiir die Normalitit eine Rolle: Da wir £ als Orthonormalbasis gewihlt haben, ist
die Normalitit von f gleichbedeutend mit

AT A =A-AT

Durch Einsetzen der obigen Blockmatrix fiir A wird dies zu

(Slr) - (V')

A} Ay = Ay A}

und damit folgt

Somit ist auch Ay eine normale Matrix. Da es sich hierbei um die Abbildungsmatrix
von fy beziiglich einer Orthonormalbasis handelt, folgt die Normalitit von fy. O

Bemerkung 7.6 (Spektralzerlegung in Orthogonalprojektionen). Dass V eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f besitzt, ldsst sich basisfrei auch wie
folgt formulieren: Seien Ap,...,A4; € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte
von f und

pi: V — Ui = ker(ffl,--idv) Q \%

die Orthogonalprojektion auf die zugehorigen Eigenrdume; dann zerlegt sich die
Identititsabbildung als

k
idv = Zlypl’.
i=1

Diese Formulierung lisst sich gut verallgemeinern auf den Fall dimg V = oo, indem
man die Summe durch eine in einem geeigneten Sinn konvergente Reihe oder ein
Integral ersetzt. Dazu mehr in der Funktionalanalysis.
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Der Vollstdandigkeit halber halten wir auch noch eine explizite Matrixversion des
Spektralsatzes fest:

Korollar 7.7 (Spektralsatz fiir Matrizen). Fiir A € Mat(n x n,K) sind dquivalent:

a) Es ist A mit einem orthogonalen bzw. unitdren Basiswechsel diagonalisierbar,
d.h.

S € SO0(n) imFallK =R,

S~'AS = Diag(Ai,...,Ay) fiirei
iag(h,.oAu) - fiir ein {Se SU(n) im Fall K = C.

wobei A, ..., A, € K die Eigenwerte der Matrix A bezeichnen.
b) Es gilt:
* Die Matrix A ist normal, d.h. AT-A = A - AT
o Im Fall K = R ist zusditzlich x4 (t) =TT, (t — A;) mit Ar,..., Ay €R.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem vorigen Satz, wenn man dort V = K" mit dem
Standardskalarprodukt wihlt. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt das
charakteristische Polynom im Fall K = C immer in Linearfaktoren; nur fiir K = R
ist das Zerfallen eine echte Bedingung. Der erhaltene Basiswechsel § ist zunichst
nur eine orthogonale bzw. unitidre Matrix, aber durch Reskalieren einer Zeile von S
mit einem Skalar A mit |A| = 1 kénnen wir det(S) = 1 erreichen. O

Wir sagen kurz, eine Matrix sei orthogonal bzw. unitdr diagonalisierbar, wenn
sie die Bedingung a) erfiillt. Die wichtigsten Beispiele normaler Endomorphismen
sind selbstadjungierte Endomorphismen und Isometrien. Wir erhalten:

Korollar 7.8. Sei A € Mat(n x n,K).
a) Wenn A symmetrisch bzw. hermitesch ist, also A = A" gilt, dann ist
* A orthogonal diagonalisierbar im Fall K = R,
* A unitdr diagonalisierbar im Fall K = C.

b) Wenn A unitdr ist, also AT =41 gilt, dann ist A unitdr diagonalisierbar.

Beweis. In a) ist A selbstadjungiert, in b) eine Isometrie, in beiden Fillen also eine
normale Matrix. Zu zeigen bleibt nach dem Spektralsatz nur noch, dass fiir jede
reelle symmetrische Matrix A das Polynom y4 (¢) iiber R in Linearfaktoren zerfllt;
dazu schreiben wir zunéchst

n

xa(t) = [Jt—2) mit 4 €C

i=1

nach dem Fundamentalsatz der Algebra. Da jede reelle symmetrische Matrix auch
eine komplexe hermitesche Matrix ist, miissen nach Lemmal6.§]alle ihre Eigenwerte
reell sein, d.h. es ist A1,..., 4, € R und damit zerfillt x4 (¢) auch in R[¢] komplett in
Linearfaktoren. O
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Wihrend also jede reelle symmetrische Matrix orthogonal diagonalisierbar ist,
hat das Korollar b) kein reelles Analogon: Nicht jede orthogonale Matrix ist
orthogonal diagonalisierbar — man denke an Drehungen! In den Fillen, wo der
Spektralsatz anwendbar ist, liefert er aber zugleich einen Algorithmus, um einen
passenden Basiswechsel zu finden:

Algorithmus 7.9 (Spektralzerlegung normaler Matrizen). Sei A € Mat(n x n,K)
gegeben mit

k
AT A = A-AT und qu(t) = [JG—2)
i=1

fiir paarweise verschiedene A;,...,A; € K. Fiiri = 1,...,k berechne man:

* den Eigenraum U; :=ker(A — 4; - 1),

* eine beliebige Orthonormalbasis (vi1,. .., Vi,;) von U; (z.B. mit Gram-Schmidt).
Dann ist

% = (V]],---,V]n],V21,--.,V2n2,---,Vk17--.,ank)

eine Orthonormalbasis von V = K" bestehend aus Eigenvektoren zu der Matrix A,
und fiir die aus diesen Basisvektoren als Spalten gebildete orthogonale bzw. unitéire
Matrix S gilt

S7TIAS = STAS = Diag(A1,..., A1y Ad oy M)

Beweis. Nach dem Spektralsatz ist A diagonalisierbar, also ist K" = U; & --- @& Uy
die direkte Summe der Eigenrdaume. Nach Proposition ¢) sind diese Eigenrdume
paarweise orthogonal zueinander, sodass die Vereinigung von Orthonormalbasen
der Eigenridume eine Orthonormalbasis von K" ergibt; vgl. Bemerkung [7.6] a

Beispiel 7.10. Gegeben sei die reelle symmetrische Matrix

A= G ;) € Mat(2 x 2,R).

Nach dem Spektralsatz ist diese diagonalisierbar. Fiir ihr charakteristisches Polynom
berechnet man
xat) =12 —4t4+3 = (t—1)(r—3)

Wir erhalten die Eigenrdume

U, := ker(A—1) =Ruy,
U, := ker(A—31) = Ruy,

aufgespannt von den Eigenvektoren

wom (1) e (),
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die wir hier auch gleich beziiglich des Standardskalarproduktes normiert haben. Wie
erwartet stehen diese beiden Vektoren senkrecht aufeinander, und wir erhalten die
Diagonalform

1
S71AS = S*AS = (é (3)> fiir die Matrix S := 7 (_} }) € SO(2).

Hieraus oder aus dem Hauptminorenkriterium folgt sofort, dass die Matrix A positiv
definit ist. Die Menge

0 := (veR*|WV-Av = 1}
= {(x,y) eR?| 2> +2xy+2y> =1}

ist eine um 7 /4 geneigte Ellipse:

Ru

Ru

1

Wir wollen nun allgemeiner solche Losungsmengen fiir beliebige symmetrische
Matrizen A € Mat(n x n,R) betrachten; die Symmetrie der Matrizen ist dabei keine
echte Einschrinkung, denn fiir jede Matrix B € Mat(n x n,R) gilt

vi-B-v =(W'-B-v)t als Transponierte einer 1 x 1 Matrix

=v.B'v wegen (X-Y-Z)' =27y X"

und somit v* - B-v =1vt-A v fiir die symmetrische Matrix A = 1(B+ BY).

Korollar 7.11 (Hauptachsentransformation). Sei A € Mat(n x n,R) symmetrisch
und

0 :={veR"' WA v=c}

fiir ein ¢ € R. Dann gibt es eine Drehung S € SO, (R) und Konstanten A1, ..., A, € R
mit

S§-0 = {(xl""’x”)tGRn|Alx%+“'+l,,x,21:c}_
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Beweis. Der Spektralsatz fiir symmetrische reelle Matrizen (Korollar liefert
ein § € SO(n) mit S-A-S* = Diag(Ay,...,A,). Mit der Substitution x = S - v und der
dazu inversen Substitution v =S~!.x = St x wird dann

S:Q={SveR"|v-Av=c} = {xeR"[(S'x)"-A-(S'x) =}
= {xeR"|x* (" A-S) x=c}
= {xeR"|x' Diag(d,...,4,) -x=c}.
und es folgt die Behauptung. a

Die Eigenwerte A; von A sind bis auf Umordnen eindeutig bestimmt. Die Dreh-
matrix S mufl nicht eindeutig sein, wie man fiir A = 1 sieht. Die von den Spalten
von S* aufgespannten Geraden heiBen Hauptachsen von Q. Falls ¢ = 1 und 4; > 0
fiir alle i ist, erhalten wir ein sogenanntes Ellipsoid

(\/Tl~x1)2+~--+(\/fn~xn)2 "

mit den Achsenabschnitten 1/4/A1,...,1/v/A, wie in der folgenden Abbildung:

Firn=2und c =1 gilt:

* Fiir A1, A, > 0 erhalten wir eine Ellipse.

e Fiir A; > 0 > A, erhalten wir eine Hyperbel.

e Fiir A; > 0 und A, = 0 erhalten wir zwei parallele affine Geraden.
* Fiir A1, A, < 0 erhalten wir die leere Menge.

'Xl+2,laz= 1 7(1‘231:1 x =1
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Fiir die qualitative Unterscheidung der obigen Fille sind die genauen Eigenwerte
nicht wichtig, es geht nur um ihre Vorzeichen. Dies fiihrt auf folgende Klassifikation
symmetrischer Bilinearformen im reellen und komplexen Fall:

Satz 7.12 (Trigheitssatz von Sylvester). Sei V ein K-Vektorraum von endlicher
Dimension und
() VxV—K

eine hermitesche Sesquilinearform. Dann besitzt V eine Basis 98 mit

Gramg(-,-) = Diag(l,...,1,—1,...,—1,0,...,0).
—— —— ' —

r N t
Dabei sind r,s,t von der gewdihlten Basis unabhdingig. Es gilt

r = max{dimg(U) | U € V Unterraum mit (-,-) positiv definit auf U }

Anzahl der positiven Eigenwerte (mit Vielfachheiten gezihlt)

der Matrix Gram, (-, -) zu einer beliebigen Basis </
und analoge Formeln gelten fiir s, wenn “positiv” durch “negativ” ersetzt wird.

Beweis. Sei A = Gram (-,-) fiir eine zunéchst beliebige Basis /. Da (-,-) eine
hermitesche Form ist, ist die Gram-Matrix hermitesch, also AT =A.Der Spektralsatz
fiir hermitesche Matrizen (Korollar liefert daher eine orthogonale bzw. unitére
Matris S mit

S".A.-S = 571 A.S = Diag(Ay,..., A),

wobei A1,...,A, als Eigenwerte einer hermiteschen Matrix nach Lemma [6.8] reell
sind. Aus dem Transformationsverhalten von Gram-Matrizen unter Basiswechsel
folgt Gramg (-, -) = Diag(A1, ..., A,) fiir die Basis ¢’ = (uy, ..., uy), die aus o/ durch
Anwenden des Basiswechsels S hervorgeht. Nach Umnumerieren der Basisvektoren
finden wir r, s mit

>0 firl<i<r,

Aid <0 firr<i<r+s,

=0 fiuri>r+s.
Insbesondere ist r die Zahl der positiven und s die Zahl der negativen Eigenwerte
der gegebenen Gram-Matrix. Die Basis # = (vi,...,v,) mit

o ﬁwi firi <r+s,
e {vi firi>r+s
erfiillt Gramg (-, -) = Diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0). Zu zeigen bleibt
r = max{dimg(U) | U € V Unterraum mit (-,-) positiv definit auf U },

s = max{dimg (U) | U C V Unterraum mit (-,-) negativ definit auf U },
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denn hieraus folgt zugleich, dass r und s nicht von der Basis ./ abhingen. Wir
beweisen die Formel fiir r, die Formel fiir s zeigt man analog. Per Konstruktion ist
die hermitesche Form auf den Unterrdaumen

Usg = Kvi®---dKv, bzw. U<o = Kvyp16--- Ky,

positiv bzw. negativ semidefinit. Sei nun umgekehrt U C V ein beliebiger Unter-
raum, auf dem die hermitesche Form positiv definit ist. Wir miissen zeigen, dass
dann dimg (U) > r ist. Zunichst gilt

UNU<y = {0},

denn auf einem von Null verschiedenen Vektorraum kann keine hermitesche Form
zugleich positiv definit und negativ semidefinit sein. Also ist U +U<o C V eine
direkte Summe. Es folgt

n = dimg (V) > dimg (U ®U<g) = dimg (U)+dimg (U<g) = dimg(U) + (n—7r),
also dimg (U) < r wie gewiinscht. Die Formel fiir s folgt analog. O

Definition 7.13. Das Tripel (r,s,t) heifit Index oder Signatur der hermiteschen
Form. Falls ¢t = 0 ist, heif3t die hermitesche Form nichtausgeartet; dies ist der Fall
genau dann, wenn ihre Gram-Matrix zu einer beliebigen Basis invertierbar ist. Wir
nennen dann auch das Paar (r,s) die Signatur der hermiteschen Form.

Korollar 7.14. Sei A € Mat(n x n,K) mit A" = A. Dann gibt es ein S € GL,,(K) mit

ST A.§ = Diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).
t
r S
Dabei ist

r = Anzahl der Eigenwerte A > 0 von A (mit Vielfachheiten gezihlt),

s = Anzahl der Eigenwerte A < 0 von A (mit Vielfachheiten gezihlt),
und t = dimg ker(A). Wir nennen sgn(A) := (r,s,t) die Signatur der Matrix A.
Beweis. Satz fiir V = K" mit der hermiteschen Form (v,w) — v*-A - w. g

Die Matrix S ist in der Regel nicht orthogonal bzw. unitér: Thre Spalten bilden
per Konstruktion ein Orthogonalsystem bzgl. der durch A definierten hermiteschen
Form, nicht bzgl. des Standardskalarproduktes. Die Matrizen S*-A - S und A konnen
daher verschiedene Eigenwerte haben. Der Satz von Sylvester besagt jedoch, dass
die Eigenwerte von A und von S -A - S die gleichen Vorzeichen haben.

Korollar 7.15. Sei A € Mat(n x n,K) mit A" = A, und es bezeichne .7 (A) C R die
Menge ihrer Eigenwerte. Dann gilt:
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A positiv definit < (A) CRs9 <= sgn(A) = (n,0,0)
A negativ definit <— (A) CR.y < sgn(A) = (0,n,0)
A positiv semidefinit <= (A) CR>9 <= sgn(A) = (n—1,0,1)
A negativ semidefinit <= .(A) CR<y <= sgn(A) = (0,n—1t,1)
Beweis. Sei S € GL,(K) mit S"-A-S = Diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0). Die

Diagonaleintrige haben nach dem Tréigheitssatz die gleichen Vorzeichen wie die
Eigenwerte von A. Nach der Transformationsformel fiir Sesquilinearformen unter
Basiswechsel beschreibt die Matrix ST-A - S dieselbe Sesquilinearform wie A, nur
in einer anderen Basis. Also ist A positiv definit genau dann, wenn ST.A-S es ist,
und analog fiir die anderen Definitheitseigenschaften. a

Zum Schluf} dieses Kapitels wollen wir eine Anwendung des Spektralsatzes fiir
nicht notwendig quadratische Matrizen betrachten:

Satz 7.16 (Singulirwertzerlegung). Seien m,n € N. Fiir jedes A € Mat(m x n,KK)
gibt es

a) positive reelle Zahlen Ay, ..., A, > 0,

b) orthogonale bzw. unitire Matrizen

S e {0<m) und T € {0(”) imFall K = {R
U(n) C

n
sodass gilt:

A
A = S-D-T firdie Diagonalmatrix D = A € Mat(m x n,K).

Dabei ist r = tk(A). Die Zahlen Ai,...,A, sind bis auf die Reihenfolge eindeutig
bestimmt und werden als die Singuldrwerte der Matrix A bezeichnet.
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Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Wenn eine solche Zerlegung existiert,
ist offenbar r = k(D) = 1k(A). Um die Eindeutigkeit der Singuldrwerte A;,...,A,
zu zeigen, beachte man, dass es sich hierbei um positive reelle Zahlen handelt; es
geniigt daher, die Eindeutigkeit ihrer Quadrate 112, ..., A? zu zeigen. Diese Quadrate
sind aber genau die von Null verschiedenen Eigenwerte der Diagonalmatrix

D'-D =D".s".5.D

und diese stimmen iiberein mit den von Null verschiedenen Eigenwerten der hierzu
dhnlichen Matrix

T-'.D"D.T =7".D".5".5.D-T = (SDT)"-(SDT) = A" -A.

Da die Matrix auf der rechten Seite nicht von der Singuldarwertzerlegung, sondern
nur von der gegebenen Matrix A abhéngt, gilt dasselbe auch fiir ihre Eigenwerte.

Zu zeigen bleibt die Existenz der Singuldrwertzerlegung. Dazu lesen wir das
obige Argument riickwirts und betrachten zunichst die Matrix B := A" - A. Diese ist
hermitesch wegen

B'=(AT-A) =A". (A" =AT.A=B.

Nach dem Spektralsatz fiir symmetrische bzw. hermitesche Matrizen (Korollar[7.8))
existiert somit eine orthogonale bzw. unitdre Matrix 7" mit

T-B-T'" =Diag(dy,...,d,) fiir geeignete d,...,d, € K.

Da die Matrix B hermitesch ist, sind ihre Eigenwerte d; reell nach Lemma@ Nach
Korollar ist zudem d; > 0, denn B ist positiv semidefinit wegen

VBv=7-ATAv = (A)"-(Av) = ||AV]? > 0 fiiralle v € V.

Durch Umnumerieren diirfen wir dy,...,d, > 0 und d; = O fiir alle i > r annehmen.
Wir setzen A; := /d; fiir i = 1,...,r und versuchen es mit der Diagonalmatrix
A
D = € Mat(m x n,K).
2

Per Konstruktion ist dann D -D=T-B-T' =T -A"-A-T" = (AT")". (AT"). Fiir
die Spaltenvektoren
Vv = A- TT <€

gilt somit

~ A7 fallsi= jist
o falls i # joder i = j > rist.
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Wenn wir u; := /'Lfl v; fiir i < r setzen, folgt:

e Bsistvypy=---=v,=0.
* Die Vektoren uy,...,u, mit u; := QLI-*I -v; bilden ein Orthonormalsystem.
Wir erginzen dieses Orthonormalsystem zu einer Orthonormalbasis (uj,...,un)

und erhalten

| | | o
AT =|vivvu]l = [ Mug - Xu, 0---0] =58-D

fiir die Matrix

S:= lu - un | € Mat(mxm,K).

Die Matrix S ist orthogonal bzw. unitér, da ihre Spalten ein Orthonormalsystem
bilden, und aus der Identitit A- 77 = S- D folgt A = SDT" wie gewiinscht. O

Bemerkung 7.17. Die Singuldrwertzerlegung liefert eine praktische Methode, um
Matrizen von kleinem Rang effizient zu speichern: Um das Produkt S-D- T zu
berechnen, miissen wir nur

» die ersten r Spalten von S € Mat(m x m,K),
» die ersten r Zeilen von T € Mat(n x n,K), und
* die Singuldrwerte A;,..., 4, € Ry

kennen, insgesamt also
mr+r+rm =r-(m+n+1)

reelle Zahlen. Fiir Matrizen vom Rang r < min{m,n} sind das deutlich weniger
als die m - n Eintrdge der Matrix A. Solche Matrizen lassen sich also mithilfe ihrer
Singuldrwertzerlegung verlustfrei in sehr kompakter Form speichern! Fiir Matrizen
von grolem Rang kann man dieselbe Idee zur verlustbehafteten Komprimierung
verwenden: Dazu ordnet man die Singulirwerte von A = SDT mit rk(A) = r der
GroBe nach als

M>>A4>0

an. Wenn ein s < r existiert, sodass die ersten s Singuldrwerte deutlich grofer als
die iibrigen sind, dann wird A sehr gut approximiert durch

M
A = SD'T mit D = :
As

Man kommt so mit s- (m+n+ 1) < m-n Zahlen aus. Dies wird z.B. benutzt zur
Bildkompression, wobei jeder Matrixeintrag die Farbe eines Pixels speichert.



Kapitel I1I
Multilineare Algebra

Zusammenfassung Das Skalarprodukt auf einem Euklidischen Vektorraum ist ein
Beispiel fiir eine symmetrische Bilinearform, die Determinante einer Matrix eine
alternierende Multilinearform. In diesem Kapitel werden wir allgemeiner beliebige
multilineare Abbildungen mittels Tensorprodukten beschreiben. Im symmetrischen
bzw. alternierenden Fall fiihrt dies auf symmetrische und dulere Algebren: Erstere
kann man als Polynomringe in mehreren Variablen verstehen, letztere liefern einen
Kalkiil fir Untervektorraume, Determinanten und Differentialformen, der sich in
der Analysis und Geometrie als sehr niitzlich erweisen wird.

1 Das Tensorprodukt

2 Funktorielle Eigenschaften

3 Symmetrische und duflere Potenzen

4 Symmetrische und duBere Algebren

5 Untervektorriume und Determinanten

6 Dualitit fiir duBBere Potenzen
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Kapitel IV
Moduln iiber Hauptidealringen

Zusammenfassung In diesem Kapitel studieren wir die Struktur von Moduln
iiber Hauptidealringen, eine wichtige Verallgemeinerung von Vektorrdumen iiber
Korpern. Die Klassifikation solcher Moduln liefert als Spezialfille den Haupsatz
fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen und eine Verallgemeinerung der Jordan-
Normalform fiir nicht trigonalisierbare Matrizen.

1 Moduln iiber Ringen

Die Definition von Moduln iiber einem Ring sieht formal genauso aus wie die von
Vektorrdumen iiber einem Korper:

Definition 1.1. Sei R ein Ring. Ein Modul iiber R oder R-Modul ist eine abelsche
Gruppe (V,+) mit einer Abbildung

RxV — V, (a,v) — a-v,
der Skalarmultiplikation, sodass fiir alle o, B € R, v,w € V gilt:
a) Assoziativitit: o - (f-v) = (af)-v.

b) Distributivitdt: (¢ +f)-v = a-v+p-v
o-(v+w) = a-v+a-w

¢) Kompatibilitit mit der Eins: 1.v=v.

Beispiel 1.2. Es gilt:

a) Moduln iiber Korpern R = K sind dasselbe wie K-Vektorraume.
b) Moduln tiber dem Ring R = Z sind dasselbe wie abelsche Gruppen.
c) Jeder Ring R ist ein Modul iiber sich selbst via Linksmultiplikation.
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Beweis. Teil a) gilt per Definition. Fiir Teil b) beachte man, dass fiir Z-Moduln
die Skalarmultiplikation bereits eindeutig festgelegt ist durch die zugrundeliegende
Gruppe (V,+): Fir n € N und v € V gilt wegen Distributivitit und Kompatibilitit
mit der Eins

n-y = (1+...+1).V =1v+---4+1v=v+--4v

und fiir die Skalarmultiplikation mit negativen ganzen Zahlen ist (—n)-v = —(n-v)
wegen
(=n)-v+n-v = ((—n)+n))-v =0-v = 0.

Umgekehrt definieren diese Gleichungen auf jeder abelschen Gruppe (V,+) die
Struktur eines Z-Moduls. Man beachte, dass die Gruppe abelsch sein muf}, damit
die Distributivitét
n-(v4+w) = v+w)+---+(v+w)
= (V+~~+V)+(W+~~~+W) =n-v+n-w
erfiillt ist. Fiir Teil ¢) versehen wir die additive Gruppe V = (R,+) mit der durch

Multiplikation in dem Ring R gegebenen Skalarmultiplikation. Die Modulaxiome
folgen dabei sofort aus den Axiomen fiir Ringe. a

Viele unserer bisherigen Definitionen fiir Vektorrdume iibertragen sich direkt auf
den allgemeineren Fall von R-Moduln:

Definition 1.3. Ein Untermodul eines R-Moduls V ist eine Teilmenge U C V mit
den folgenden beiden Eigenschaften:

a) (U,+) C (V,+) ist eine additive Untergruppe.

b) Esgilt oc-u € U fiiralleu € U und alle o € K.
Beispiel 1.4. Untermoduln von...

a) Vektorrdaumen sind dasselbe wie Untervektorraume.

b) abelschen Gruppen (d.h. Z-Moduln) sind dasselbe wie Untergruppen.

Der Begriff eines Homomorphismus von Vektorrdumen oder von abelschen
Gruppen verallgemeinert sich wie folgt:

Definition 1.5. Ein Modulhomomorphismus ist eine Abbildung ¢ : V. — W von
einem R-Modul V in einen R-Modul W mit

(P(Otl'V1+OC2~V2) = Ocl-(p(vl)+a2-(p(vz) fiir alle o, € R,vi,v, €V.

Wir bezeichnen mit Homg(V,W) die Menge aller solcher Homomorphismen. Ein
bijektiver Modulhomomorphismus hei3t ein Isomorphismus von R-Moduln.
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Beispiel 1.6. Sei R ein kommutativer Ring und V ein R-Modul. Dann ist fiir jedes
feste r € R die Abbildung

¢o: V—=V, vervy

ein Homomorphismus von R-Moduln, denn fiir alle vi,v, € V und ry,r, € R gilt

QO (r1-vi+r-vy) = r-(rp-vi+r2-v) per Definition
= (r-r) vi+(r-rn) v nach den Modulaxiomen
= (ri-r)vi+(ra-r)m weil R kommutativ ist
=r-(rvi)+r-(r-wm) nach den Modulaxiomen
= r1-@:(v1)+12-0(»2) per Definition

Bemerkung 1.7. Seien V,W Moduln iiber einem Ring R. Wie fiir abelsche Gruppen
und Vektorriume sieht man, dass fiir jeden Homomorphismus ¢ € Homg(V,W)
der Kern und das Bild

ker(p) == {veV]|o()=0} CV
im(@) := {f(v)eW|veV} CW

Untermoduln sind. Umgekehrt kann man jeden Untermodul U C V eines R-Moduls
als Kern eines Homomorphismus von Moduln schreiben: Wir definieren dazu auf
der Quotientengruppe (W,+) := (V /U, +) eine Skalarmultiplikation durch

RxW — W, r-[v] = [r-v].

Wie im Fall von Vektorriumen sieht man, dass diese wohldefiniert istund W =V /U
zu einem R-Modul macht, sodass

p: Vo>W=V/U vy
ein Modulhomomorphismus mit ker(p) = U ist.

Beispiel 1.8. Falls R ein kommutativer Ring ist, dann ist fiir jedes feste r € R die
Abbildung @, : V — V,v > r-v ein Modulhomomorphismus. Im Gegensatz zur
Situation fiir Vektorrdume muf dieser fiir » # 0 nicht injektiv sein, da in Ringen
keine Kiirzungsregel gilt! Untermoduln der Form

ker(¢,) = {veV|rv=0} CV
sagen viel iiber die Struktur von Moduln aus: Fir R=Z und V = Z/6Z ist z.B.

ker(g2) = {[0,3]} = Z/2Z,
ker(gs) = {[0],[2],[4]} = Z/3Z,

und es gilt Z /67 ~ 7./27 x Z/3Z (als Produkt abelscher Gruppen).
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Das Pendant zum Produkt abelscher Gruppen ist im Fall von Vektorrdumen die
direkte Summe. Beide sind Spezialfille der folgenden Konstruktion:

Definition 1.9. Die externe direkte Summe von R-Moduln V...,V ist definiert als
das mengentheoretische Produkt

Vi@V, == Vix---xV,
mit der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation

Viseeyvn) FWiyeoo,wy) i= (Vi4wi, .o v+ wy),
o (Viyeyvy) == (QVy,...,00).

Auch hier gibt es ein analoges Konzept einer internen Summe:

Definition 1.10. Sei V ein R-Modul. Fiir Untermoduln Uy,...,U, C V haben wir
einen Modulhomomorphismus

o: Uid---aU, —V, (u,...;uy) = ur+-+uy,

Wir nennen V die interne direkte Summe der gegebenen Untermoduln, wenn ¢ ein
Isomorphismus ist. In diesem Fall schreiben wir auch

V=U®&- ol
und sparen uns die Unterscheidung zwischen interner und externer direkter Summe.

Definition 1.11. Sei V ein R-Modul. Der von vy,...,v, € V erzeugte Untermodul
ist
Rvi+---4+Ry, = {r1v1 +eo v €V |yt GR} cv.

Dieser Untermodul ist das Bild des Homomorphismus
¢: R'=R&---®R —V, (ri,...,rn) = rivi+---+ruvn,

und wir nennen

a) (vi,...,vy,) ein Erzeugendensystem des Moduls, wenn ¢ surjektiv ist,

b) (v1,...,v,) eine Basis des Moduls, wenn ¢ ein Isomorphismus ist,
Ein R-Modul heif3t

a) endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem hat,
b) endlich erzeugter freier Modul, wenn er eine endliche Basis hat.

An dieser Stelle wird es fiir Moduln iiber Ringen interessanter:
Beispiel 1.12. Der Z-Modul V = Z /27 ist endlich erzeugt, aber hat keine Basis!

Um dies in den Griff zu bekommen, miissen wir etwas mehr tiber Ringe wissen.
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Die Frage nach den moglichen Quotienten des R-Moduls V = R ist dquivalent zu
der Frage nach seinen Untermoduln. Diese haben einen eigenen Namen:

Definition 2.1. Ein Linksideal eines Ringes R ist ein Untermodul von V = R, also
eine additive Untergruppe I C (R, +) mit

ra € I firallereRundacl.

Man beachte, dass wir geméal unserer Konventionen fiir Vektorrdume und Moduln
die Skalarmultiplikation immer von links schreiben!

Wir werden es in diesem Kapitel nur mit kommutativen Ringen zu tun haben, fiir
diese ist jedes Linksideal sogar ein Ideal in dem folgenden stirkeren Sinne:

Definition 2.2. Ein Ideal eines Ringes R ist eine additive Untergruppe I C (R, +)
mit
ra €l und ar € I firallercRundacl.

In diesem Fall ist R/I nicht nur ein R-Modul, sondern zugleich ein Ring:

Bemerkung 2.3. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal, dann ist der Quotient R/I ein
Ring mit der repriasentantenweisen Addition und Multiplikation:

[ +[b] = [a+b],
[a] - [b] :=la-b].

Beweis. Wie fiir abelsche Gruppen. Wir priifen hier nur die Wohldefiniertheit der
Multiplikation: Fiir a,da’,b € R gilt

[a=[d] = a—d €1 (per Definition)
= (a—d)-bel (weil I Ideal ist)
= ab—db el (Distributivitit)
= [ab] = [d'b] (per Definition)
Analog erhélt man auch [ba] = [bd']. O

Beispiel 2.4. Fiir R = Z erhalten wir die Quotientenringe Z/nZ, die wir bereits aus
dem ersten Kapitel kennen. Allgemeiner ist fiir beliebige kommutative Ringe R und
jedes a € R die Teilmenge

aR := {areR|reR} C R

ein Ideal. Es heif3t das von dem Element d erzeugte Hauptideal.
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Fiir R = 7Z hatten wir mittels des Euklidischen Algorithmus gesehen, dass jede
additive Untergruppe und damit — was hier dasselbe ist — jedes Ideal die Form I = nZ
mit n € Z hat, also ein Hauptideal ist. Diese Eigenschaft wird im Folgenden eine
zentrale Rolle spielen und verdient einen Namen:

Definition 2.5. Ein Hauptidealring ist ein Integritéitsring R, in dem jedes Ideal ein
Hauptideal aR C R ist.

Eine wichtige Klasse von Beispielen sind Euklidische Ringe. Wir erinnern kurz
an die Definition: Ein Euklidischer Ring ist ein Integrititsring R, fiir den es eine
Funktion

6: R\{0} — Ny

gibt, sodass fiir alle a € R, b € R\ {0} Elemente ¢, r € R existieren mit
a) a=gqgb+r,und
b) 6(r) < 6(b) im Fall r #£ 0.
Wir nennen dann J eine Gradfunktion des Euklidischen Ringes R.
Beispiel 2.6. Folgende Ringe R sind Euklidisch mit der Gradfunktion &:

a) R = Z mit dem Absolutbetrag é(a) := |a|.
b) R = K|[x] fiir einen Korper K, mit dem Grad von Polynomen 6 (f) := deg(f).

Es gilt:
Satz 2.7. Jeder Euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei R Euklidisch mit Gradfunktion & : R\ {0} — N. Sei I C R ein Ideal,
wobei wir oBdA I # {0} annehmen diirfen. Wihle ein Element a € I, sodass 6 (a)
minimal ist. Wegen a € I ist dann jedenfalls aR C I. Wir wollen zeigen, dass hier
sogar Gleichheit gilt. Sei dazu b € I vorgegeben. Dann gibt es ¢, 7 € R mit

b=aq+r und 6(r)<8(a) imFall r#0.

Aber r = b —agq € I, weil I ein Ideal ist. Die Minimalitéit von & (a) erzwingt r = 0
und wir erhalten somit b = aq € aR. Also ist I = aR. a

Man beachte: Polynomringe in mehreren Variablen sind keine Hauptidealringe,
ebensowenig wie der Ring

Z[t] = {ant"+~--+a1t+ao|n€N,ao,...,an€Z}

der Polynome in einer Variablen mit ganzzahligen Koeffizienten (Ubungsaufgabe)!
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3 Teilbarkeit in Hauptidealringen

Bekanntlich hat jede von Null verschiedene ganze Zahl a € Z\ {0} eine eindeutige
Primfaktorzerlegung
n
a = C- H ple’
i=1

mit ¢ = *£1, Exponenten ¢; € N und paarweise verschiedenen Primzahlen p;. Wir
wollen eine analoge Aussage in beliebigen Hauptidealringen zeigen, mit Blick auf
den Hauptidealring K[z] iiber einem Korper K. Wenn K algebraisch abgeschlossen
ist, lisst sich dies besonders einfach formulieren: Dann hat jedes f € K[t]\ {0} eine
eindeutige Zerlegung

n
ft) = - JJe—2)"
i=1
mit einer Konstante ¢ € K™, Exponenten ¢; € N und paarweise verschiedenen A; € K,
die Rolle von Primzahlen iibernehmen hier also die Polynome vom Grad 1.

Uber nicht algebraisch abgeschlossenen Korpern stellt sich die Frage, welche
Polynome die Rolle von Primzahlen iibernehmen sollen. Primzahlen p > 1 kann
man durch jede der folgenden dquivalenten Eigenschaften charakterisieren:

1) Aus p | ab fir a,b € Z folgt p | a oder p | b.
2) Aus p=abmita,b € Z folgta= =+1 oder b = +1.

Die Vorzeichen in der zweiten Charakterisierung werden benoétigt fiir die trivialen
Faktorisierungen p = c¢- (p/c) fiir alle ¢ € Z* = {£1}. Dies fiihrt auf folgende
Definition:

Definition 3.1. Sei R ein Integrititsring. Ein Element p € R heil3t

* assoziiert zu a € R, wenn a = pc fiir ein ¢ € R* ist. Wir schreiben dann p ~ a.
* ein Teiler von a € R, wenn a = pc fiir ein ¢ € R ist. Wir schreiben dann p | a.

* ein Primelement, wenn p ¢ R* U{0} ist und fiir alle a,b € R gilt:
plab = plaoderp]|b.
* ein irreduzibles Element, wenn p ¢ R* U {0} ist und fiir alle a,b € R gilt:
plab = a€R*oderbeR*.

e reduzibel, wenn es nicht irreduzibel ist.
Beispiel 3.2. a) Das Polynom

irreduzibel im Ring R = R[¢],

pt) = 2 +1 st
reduzibel in R = C[z].
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b) Jedes Polynom p € K|[t] mit deg(p) = 1 ist irreduzibel:

p=ab = deg(a)+deg(b) =1
= deg(a) =0 oder deg(b) =0
= g€ K*oderbec K"

c) Uber algebraisch abgeschlossenen Korpern K gilt auch die Umkehrung von b).
Ein Polynom heilit normiert, wenn sein Leitkoeffizient gleich Eins ist. Es gilt:

Lemma 3.3. Die normierten irreduziblen reellen Polynome f € R|t] sind genau die
Polynome der Form

s f(t)=x—amita€R,

o f(t) = x* +bx+cmit b,c € R und b* < 4c.

Beweis. Sei f € R[r] irreduzibel. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat f
eine Nullstelle @ € C, also ist f(¢) = (t —a) - g(¢) fiir ein g(¢)C[z]. Falls a € R ist,
muf dabei g(r) € R[t] sein. Da f ein normiertes und irreduzibles Polynom in R][¢]
ist, folgt dann notwendigerweise f(¢) =t — a. Falls a € C\ R ist, ist das komplex
Konjugierte @ # a. Da f reelle Koeffizienten hat, gilt aber

f@ = fl@) = 0 = o.

Aus f(t) = (t —a) - g(¢) folgt also g(a) = 0 und damit

= f(t) = (t—a)(t—a)-h(r) fureinh(t) € C[t].

Dabei ist (+ —a)(t —a) € R]t]. Es folgt f(t) = (t —a)(t —a), also deg(f) =2. O

Wir haben zwei Begriffe eingefiihrt, irreduzible Elemente und Primelemente. Die
Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen beruht auf beiden:

Lemma 3.4 (Eindeutigkeit von Faktorisierungen). Sei R ein Integritditsring, und
es gelte

plpm ~ q]...qn

mit Primelementen p1, ..., pn € R und irreduziblen Elementen qy,...,q, € R. Dann
ist m = n, und nach Umnumerieren der Faktoren gilt q; ~ p; fiiri =1,2,...,n.

Beweis. OBdA ist m,n > 1. Da p; prim ist und g - - - gy, teilt, gilt p; | g; fiir ein i.
Nach Umnumerieren diirfen wir i = 1 annehmen. Da ¢ irreduzibel ist und p; ¢ R*
ist, folgt g; = ¢ p; fiir eine Einheit ¢ € R*. Da R Integrititsring ist, folgt aus der
Assoziiertheit pj ... p, ~ q1 - - - g, durch Kiirzen

pz...pln ~ c.qz...qn.

Die Behauptung folgt dann per Induktion. a
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Somit kann sich jedes Element auf hochstens eine Weise in ein Produkt von
Primelementen zerlegen, denn:

Lemma 3.5. Primelemente sind irreduzibel.

Beweis. Sei p € R ein Primelement. Aus p = ab folgt insbesondere p | ab. Weil p
prim ist, folgt p | a oder p | b. Sei etwa p | a, also a = pc fiir ein ¢ € R. Es folgt

0=p—ab=p—pcb = p-(1—ch).
Also ist ch = 1, da R ein Integrititsring und p # 0 ist. Damit ist b € R*. a

Umgekehrt miissen irreduzible Elemente nicht unbedingt prim sein und es muf}
keine Faktorisierung in Primelemente geben, selbst wenn es eine Faktorisierung in
irreduzible Elemente gibt. Beispielsweise hat man die zwei Faktorisierungen

2:3=(1+iV5)-(1-iV/5) in R:={a+bivV5€Clabecl}.

Man kann zeigen, dass in diesem Ring alle vier auftretenden Faktoren irreduzibel
sind und dass keine zwei der Faktoren assoziiert zueinander sind. Nach Lemma[3.3]
kann 6 € R also kein Produkt von Primelementen sein. Mehr dazu lernen Sie in der
algebraischen Zahlentheorie! Wir miissen uns darum hier keine Sorgen machen:

Proposition 3.6. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist in R ein Element genau dann
ein Primelement, wenn es irreduzibel ist.

Beweis. Sei p € R irreduzibel und p | ab fiir a,b € R. Wir wollen zeigen, dass p | a
oder p | b gilt. Da R ein Hauptidealring ist, ist das Ideal

aR+pR = {ary+pry|ri,mn €R} CR

ein Hauptideal, also gleich dR fiir ein d € R. Insbesondere ist p € dR, also p = cd
fiir ein ¢ € R. Da p irreduzibel ist, folgt ¢ € R* oder d € R*. Wir haben also

aR+pR = dR und p = cd,

wobei einer der folgenden zwei Fille eintritt:

* Fiirc € R istd = p-c~' € pR, also
pR = dR = aR+pR 3 a = p]la.
'Fﬁrdeinstl:d-d_lGdR:aR-i-pR,also
dri,;meR: l=ar+pr,
= b=1b=ab-ri+p-bn,

= p|b wegen p]|ab.
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Satz 3.7 (Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen). In Hauptidealringen R hat
Jjedes Element a € R mit a ¢ R* U{0} eine Faktorisierung

a = pi-p

mit irreduziblen p; € R. Dabei sind die Primfaktoren p; bis auf Multiplikation mit
Einheiten und Umnumerieren eindeutig.

Beweis. In jedem Integrititsring sind Zerlegungen in Primelemente eindeutig, und
in Hauptidealringen sind irreduzible Elemente prim. Zu zeigen bleibt daher nur, dass
in Hauptidealringen jedes Element ein Produkt von irreduziblen Elementen ist.

Angenommen, es wire etwa a; € R nicht als Produkt endlich vieler irreduzibler
Elemente darstellbar. Dann ist insbesondere a; nicht irreduzibel, also

a; = apby mit ap,b; € R\RXU{O}.

Mindestens einer der beiden Faktoren, sagen wir a, ist kein Produkt endlich vieler
irreduzibler Elemente. Induktiv fortfahrend konnten wir so eine unendliche Folge
von Elementen aj,as,as,--- € R\ R* U{0} finden, sodass a;;; ein echter Teiler
von ¢; ist fiir alle i. Wir erhalten dann eine echt aufsteigende Kette von Idealen

alR g_ azR g_ a3R g g R.

Fiir aufsteigende Ketten von Idealen ist die Vereinigung wieder ein Ideal
I:=|)aRCR
n=1

Da R ein Hauptidealring ist, handelt es sich hierbei um ein Hauptideal, also I = dR
fiir ein d € R. Aus d € [ folgt per Definition d € a,R fiir ein n € N. Aber dann
ist I = a,R = a,4+1R = --- im Widerspruch dazu, dass wir eine echt aufsteigende
Kette von Idealen konstruiert hatten. a

Korollar 3.8 (Faktorisierung in irreduzible Polynome). Sei K ein Korper. Fiir
jedes f € K[t]\ {0} existiert eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige
Zerlegung

1) = c-f!(p,-(l))ei

mit paarweise verschiedenen irreduziblen normierten Polynomen p;(t) € K[t], einer
Konstanten ¢ € K* und Exponenten e; € N.

Allgemeiner sei R ein Hauptidealring und &7 C R ein Reprisentantensystem fiir
die Menge der Primelemente modulo Assoziiertheit, z.B.

P =1{2,3,5,7,11,13,17,...} CR=1,
& = {normierte irreduzible Polynome} C R = K[t]
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etc. Jedes a € R\ {0} hat dann eine eindeutige Zerlegung der Form

a = C- H pe/?(a)

peZ

mit ¢ € R* und Exponenten e, (a) € Ny (fast alle Null).

Definition 3.9. Fiir a1, ...,a, € R\ {0} definieren wir
e den grofiten gemeinsamen Teiler

geT(ay,...,ay) = H P omit e, = min{ep(a,-)\i: 1,...,n}.
peEP

* das kleinste gemeinsame Vielfache

kgV(ai,...,a,) = H promit f, = max{e,(a;) [i=1,...,n}.
peEP

Die Elemente ay, ... ,a, heiBen teilerfremd, falls ggT(ay,...,a,) = 1 ist.

Bemerkung 3.10. Bei anderer Wahl des Systems & C R von Primelementen éndern
sich der grofite gemeinsame Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache nur um
eine Einheit. Das von ihnen erzeugte Hauptideal ist davon unabhiingig, genauer sieht
man leicht

kgV(a,b)-R = aRNbR und ggT(a,b)-R = aR+ bR,

wobei wir aR + bR := {ax+by € R| x,y €R } setzen. Insbesondere gilt in R die
sog. Bézout-Identitdit

ggT(a,b) = ax+by fiir geeignete x,y € R.

Als einfache Anwendung wollen wir den Chinesischen Restsatz betrachten, eine
elementare Aussage iiber die Losbarkeit simultaner Kongruenzen, die ihren Namen
der folgenden Frage verdankt:

Problem (Sun-Tzu, 3. Jh.). Gegeben sei eine unbekannte Zahl von Objekten. Wenn
man sie

* in Dreiergruppen zusammenfasst, bleiben zwei iibrig,
* in Fiinfergruppen zusammenfasst, bleiben drei iibrig,

¢ in Siebenergruppen zusammenfasst, bleiben zwei iibrig.

Um wieviele Objekte handelt es sich?
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In moderner Sprache ldsst sich dieses Problem formulieren als die Suche nach
einer Losung x € Z des Systems von Kongruenzen

x = 2 mod3,
= 3 modS5,
x =2 mod7.

Die kleinste positive Losung ist x = 23, und jede weitere Losung erhilt man hieraus
durch Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 3-5-7 = 105. Tatséchlich ist die
natiirliche Abbildung

7/105Z = 737 x Z)ST. x 7,77,
amod 105 — (amod 3, amod 5, amod 7)

ein Isomorphismus von Ringen. Allgemein gilt:

Satz 3.11 (Chinesischer Restsatz). Sei R ein Hauptidealring und a = a, - - - a, das
Produkt von paarweise teilerfremden Elementen ay,...,a, € R, d.h. ggT(a;j,a;) =1
fiir alle i # j. Dann gibt es einen Isomorphismus von Ringen

R/aR — R/ajRx ---x R/a,R.
Beweis. Durch Reduktion modulo der Ideale [, = a;R fiir 1 < k < n erhalten wir

einen Ringhomomorphismus

n
¢: R— [[R/L, r~ (rmodl,...,rmodl,).
k=1

Es gilt ker(¢) = {r € R |Vk: r € It} =1, N---N1, = aR, wir erhalten also einen
injektiven Homomorphismus

n
9: R/LiN---nl, = [[ R/
k=1

Zu zeigen bleibt die Surjektivitit. Es geniigt, fiir jedes i € {1,...,n} ein ¢; € R zu
konstruieren mit

n
¢(e;) = (0,...,0,1,0,...,0) € []R/k
k=1
mit ‘1’ an der i-ten Stelle: Fiir beliebige ry,...,r, € R folgt dann

(p(Zr,-ei) = Z(p(ri)(p(e,-) = (r1 modll,...,rn modln).
i=1 i=1
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Zur Konstruktion von e; benutzen wir, dass ay, . . ., a, paarweise teilerfremd sind. Es
gilt somit
1 € +1; firalle j#i.

Sei nun i fest gewihlt. Fiir jedes j # i haben wir
1 =aj+b; mit a;cl; und b;cl;.
Dannist b;=1 mod/; und b;=0 mod I;. Es folgt

e = Hbj =

{l mod I, firk=1,
J#

0 modl, firk=#i.
O

Beispiel 3.12. Fiir n = pfl ---por € N mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;
ist
Z/nZ — Z/p{'Zx - X L] pSr L.

Die Teilerfremdheit der Faktoren ist essentiell: Z.B. gilt Z/p*Z o 7./ pZ x 7./ p'Z.
Beispiel 3.13. Fiir Polynome
ft) = (t—ar)---(t—an) € K]
mit paarweise verschiedenen Nullstellen ay,...,a, € K ist
K[t]/f(t)-K[r] — K" via [g(r)] = (g(a1),-...8(an)).
Der chinesische Restsatz liefert hier Polynome ¢;(¢) € K[t] mit
1 fiir j=i,
eila) = {o fiir j .

Explizit kann man

t—aj
ei(t) = L € K[t
};[i a;—aj
wihlen. Damit haben wir ein Interpolationsproblem geldst: Seien cy,...,c, € K,

dann gilt:
* Das Polynom g(t) :=cie1 (t) + - - -+ cpe, (¢) erfillt g(a;) = ¢; furi=1,...,n.

» Jedes andere Polynom mit dieser Eigenschaft erhilt man hieraus durch Addition
eines polynomialen Vielfaches von f(¢) =T, (r — ).
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4 Der Elementarteilersatz

Nach diesem Exkurs in die Ringtheorie kommen wir nun zuriick zu Moduln. Wir
werden im nédchsten Abschnitt zeigen, dass jeder endlich erzeugte Modul M iiber
einem Hauptidealring R von der Form

M ~ R"®R/a\R®--- B R/arR

fiir ein n € Np und a; € R\ {0} ist. Um das zu sehen, bendtigen wir ein Version
des GauB3-Algorithmus iiber Hauptidealringen. Genauer miissen wir die Aussage
verallgemeinern, dass sich jede Matrix A € Mat(m x n,K) iiber einem Koérper K
durch geeignete S € GL,,(K), T € GL,(K) transformieren lésst zu einer Matrix

saT=| "4

Um solche Basiswechsel zu finden, hatten wir eine Version des Gauf3-Algorithmus
auf die Zeilen und Spalten der gegebenen Matrix angewandt, wobei gilt:

e Sist das Produkt der vorgenommenen Zeilentransformationen,

e T ist das Produkt der vorgenommenen Spaltentransformationen.

Wenn wir statt Vektorrdaumen allgemeiner freie Moduln iiber einem kommutativen
Ring betrachten wollen, steht uns im Gauf3-Algorithmus keine Division mehr zur
Verfligung. Wir miissen vorsichtiger vorgehen:

Beispiel 4.1. Sei R = Z und

10 * --- %
A= <14*... *) € Mat(2 x n,R).

Uber den rationalen Zahlen wiirden wir im ersten Schritt des GauB-Algorithmus die
erste Zeile durch 10 teilen. Das ist in R = Z nicht moglich. Stattdessen gehen wir
wie folgt vor:

10 % -+ % 11 10 % --- % [ 1-2.11 2% e %
—_— —_
14 % -+ % 4 % - x T
1 11-2.1 <2 oo *)
—_
0% - %
Besser geht’s nicht, denn jede ganzzahlige Linearkombination von 10 und 14 muf3

eine gerade Zahl sein. Wir konnen die obigen drei Schritte zusammenfassen in der
Linksmultiplikation mit der Matrix
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10 . 1 -2 ) 10\ 3-2

—11 0 1 -11)  \—-4 3
Effektiv haben wir hier den Euklidischen Algorithmus ablaufen lassen: Die erste
Zeile der Matrix auf der rechten Seite enthilt die Koeffizienten 3 und —2 aus der

Bézout-Identitit
ggT(10,14) = 2 = 3-10+(-2)-14.

Man beachte, dass alle vorgenommenen Zeilentransformationen invertierbar tiber Z
waren. Es ist

3-2
det (_4 3> =33+(-4)-(-2) =1.
Die letzte Gleichung kann man auch als Bézout-Identitit fiir ggT(3,—2) = 1 lesen!

Die Bézout-Identitit gilt in jedem Hauptidealring, siche Bemerkung [3.10} Ab
jetzt sei also R ein beliebiger Hauptidealring. Invertierbare Zeilentransformationen
iiber R sind gegeben durch Linksmultiplikation mit Elementen der Gruppe

GL,(R) := {S € Mat(mxm,R)|3S" € Mat(m x m,R) : S§' = §'S =1}.
Das obige Beispiel verallgemeinert sich zu:

Lemma 4.2. Seien ay,a; € R, und sei ayR+ayR = dR. Dann gibt es ein S € GL(R),

sodass gilt:
aq o d
() - (@)

Beweis. Seien by,by € Rmita;b; +azbr, = d. Da d ein grofiter gemeinsamer Teiler
von a; und a; war, sind dann notwendigerweise die Elemente b; und b, zueinander
teilerfremd. Somit ist bycy + bocy = 1 fiir geeignete Elemente c1,c, € R. Fiir die
Matrix

Sy = ( b b2> € Mat(2 x 2,R)
—C2 Cq

gilt dann det(S;) = 1 und somit ist nach der Cramer’schen Formel S; € GL,(R). Es

gilt nun
S1~(Zl) = (i) mit e € ajR+aR = dR.
2

Sei f € Rmite =df, dann ist

S, <i> . <g> fir Sy = <_J1( ?) € GLa(R)

und die Matrix S := S, - §1 leistet das Gewiinschte. O
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Wir konnen den Struktursatz fiir lineare Abbildungen von Vektorrdumen nun wie
folgt verallgemeinern:

Satz 4.3 (Elementarteilersatz fiir Matrizen). Sei R ein Hauptidealring.
a) Fiir jede Matrix A € Mat(m x n,R) existieren Matrizen S € GL,(R), T €
GL,,(R) mit
d
S-AT = d,

wobei r < min{m,n} ist, d,...,d, € R\ {0} sind und d; | d; fiir alle i gilt.

b) Dabei sind die d; bis auf Multiplikation mit Einheiten des Ringes R eindeutig
bestimmt. Wir bezeichnen sie als die Elementarteiler von A.

Beweis. a) Nach Satz besitzt jedes von Null verschiedene Element von R eine
Primfaktorzerlegung a = € 'pil e I’Zk mit Primfaktoren p; € R, einer Einheit € € R*
und Exponenten ¢; € N. Wir bezeichnen die mit Vielfachheiten gezéhlte Anzahl der
Faktoren mit 8(a) := e; + --- +¢; € Ny. Fiir Matrizen A = (a;;) € Mat(m x n,R)
setzen wir

5(A) = min{S(aij) | aijj 75 0} € Np.

Wir gehen nun nach dem folgenden Algorithmus vor:

I. Wende Zeilen- und Spaltenvertauschungen an, sodass 0(A) = d(a 1) wird.

II. Wenn ein Element a; der ersten Spalte nicht durch das Element a; teilbar ist,
schreibe

ab\ (a1 _ (d . . ab
(c d) (a“> = (O) fiir eine Matrix (c d) € GL,(R)

nach Lemma fiir einen groBten gemeinsamen Teiler d = ggT(a1,a;1). Wir
wenden nun die entsprechende Zeilentransformation auf die erste und die i-te
Zeile an, wobei wir alle iibrigen Zeilen der Matrix unverindert lassen: Durch
Multiplikation mit

S = ! € GL,(R)
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erhalten wir eine neue Matrix A’ = S A mit dem linken oberen Eintrag a’] | =d,
dabei gilt
5(A’) < S(aln) = 8(d) < 6(ay1) = 6(A).

Ersetze nun A durch die neue Matrix A’ und gehe zuriick zu Schritt I.

III. Wenn ein Element a1 ; der ersten Zeile nicht durch das Element a; teilbar ist,
verfahren wir analog mit Spaltentransformationen und erhalten ein T € GL,,(K)
mit §(A") < 6(A) fiir die Matrix A’ = A - T. Ersetze dann A durch diese neue
Matrix und gehe zuriick zu Schritt I.

IV. Wenn alle Eintrige der ersten Zeile und der ersten Spalte durch a1 teilbar sind,
ziehe Vielfache der ersten Zeile von den iibrigen Zeilen ab und verfahre analog
mit den Spalten, um eine Blockmatrix

zu erhalten. Man beachte, dass noch immer §(A’) < §(a;;) < 6(A) gilt. Wenn
der Matrixblock B einen Eintrag enthilt, welcher nicht durch das Element a;
teilbar ist, so addiere man die entsprechende Spalte zur ersten Spalte und gehe
mit der so erhaltenen Matrix zuriick zu Schritt II.

Da in jedem der Schritte IT und III die ganzzahlige Invariante 6(A) > 0 echt kleiner
wird, mufl das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbrechen bei einer Matrix
in der Blockform aus Schritt IV mit der Eigenschaft, dass alle Eintriige der Matrix B
durch das Element d; := a1 teilbar sind. Die Behauptung folgt dann per Induktion
iiber die Zeilenzahl der Matrizen, indem wir dasselbe Verfahren auf B anwenden.

b) Die Eindeutigkeitsaussage wird spiiter in Satz klar werden, wenn wir unser
Resultat in die intrinsische Sprache von Moduln iibersetzt haben; natiirlich werden
wir dabei aufpassen, dass wir die Eindeutigkeit vorher nirgends benutzen. a

Wir haben invertierbare Matrizen bereits als Basiswechsel betrachtet. Allgemein
sind die Homomorphismen zwischen Standard-R-Moduln ¢ : R — R”" genau die
Abbildungen

¢o: R" — R' v— A

die man durch Linksmultiplikation mit Matrizen A € Mat(m x n, R) erhilt. Als eine
erste Anwendung erhalten wir:

Korollar 4.4. Sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul. Dann bestehen je zwei
Basen des Moduls aus gleich vielen Elementen.

Beweis. Der Basiswechsel zwischen zwei Basen der Linge n bzw. m liefert einen
Isomorphismus ¢ : R" — R™. Als Isomorphismus von Standardmoduln ist dieser
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gegeben durch die Multiplikation mit einer Matrix A € Mat(m x n, K). Nach Satz[4.3]
gibtes S € GL,,(R), T € GL,(R), sodass

D :=S-A-T~' € Mat(m x n,K)

eine Matrix ist, bei der alle Eintridge auBlerhalb der Diagonalem verschwinden. Die
Multiplikation mit einer solchen Matrix ist aber fiir n > m nicht injektiv, fiir m > n
nicht surjektiv. Also mufl m = n sein. a

Als nichstes wollen wir den Elementarteilersatz fiir Matrizen in eine Aussage
iiber Untermoduln von freien Moduln iibersetzen. Dazu schauen wir uns zunichst
einige einfache Beispiele an:

Beispiel 4.5. Fiir Vektorrdaume tiber Korpern gibt es zu jedem Untervektorraum ein
Komplement. Dies ist fiir Moduln iiber Ringen im Allgemeinen nicht der Fall: Der
freie Z-Modul V = Z enthilt den freien Untermodul

U=22 <V =17,

aber keine Basis von U lésst sich zu einer Basis von V ergénzen. Hier erhalten wir
immerhin noch eine Basis des Untermoduls, wenn wir den Basisvektor einer Basis
des umgebenden Moduls verdoppeln. Geht so etwas allgemein?

Beispiel 4.6. Fiir den freien Untermodul

U=2Zu<V =27 mit u(al)
ap

liefert Lemmafd.2]ein S € GL(Z) mit

a d "
S-(é) = <0) fir d = ggT(a,a2).

Wenn wir von der Standardbasis (ej,e;) des freien Moduls V = 72 iibergehen zu
der Basis (vi,vy) mitv;, =S —Le; wie in der folgenden Abbildung, ist der Basisvektor
von U ein Vielfaches u =d - v;:
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Beispiel 4.7. Als nichstes betrachten wir den freien Untermodul

U=Z7Zu1®Z-u CV = 7% mit U = (1) U = <1)

L] L] (]
1
[ [ L] w, = a
. w, ° 1
w = (1
° .
. Ua °
() [ ] L]

Hier lésst sich aus u;,u, durch Reskalieren keine Basis von V gewinnen, da die u;
keine echten Vielfachen anderer ganzzahliger Vektoren sind. Aber wenn wir fiir V
die Basis aus v{ = ¢; und v, = u; wihlen, bilden #; = 2v; und i, = v; eine Basis
von U. Um Basen eines Untermoduls mit Basen des umgebenden Moduls in Bezug
zu setzen, miissen wir also beide Basen geeignet wéhlen!

Wenn wir den Elementarteilersatz fiir Matrizen iiber Ringen interpretieren als
Aussage tiber Untermoduln, wird daraus allgemein:

Satz 4.8 (Elementarteilersatz fiir Untermoduln). Sei R ein Hauptidealring.

a) Fiir endlich erzeugte freie R-Modul V ist auch jeder Untermodul U C 'V endlich
erzeugt und frei. Genauer existieren

e eine Basis vi,...,vy von'V
o Elemente di,...,d, € R\ {0} fiir ein r <m,
sodass dyvy, ..., d,v, eine Basis von U bilden und d; | d; fiir alle i ist.

b) Dabei sind die d; bis auf Multiplikation mit Einheiten des Ringes R eindeutig
bestimmt, wir nennen sie die Elementarteiler des Untermoduls.

Beweis. Fiir die Existenzaussage a) geniigt es, den Fall V = R™ zu behandeln; den
allgemeinen Fall reduziert man hierauf durch Wahl einer Basis. Wir zeigen zunéchst
per vollstandiger Induktion iiber m € N, dass jeder Untermodul U C V = R endlich
erzeugt ist. Fiir den Induktionsanfang m = 1 ist nichts zu zeigen: Die Untermoduln
von R sind genau die Ideale des Ringes R, und per Definition von Hauptidealringen
wird jedes solche Ideal sogar von einem Element erzeugt. Fiir den Induktionsschritt
betrachten wir die Sequenz

0 —— Rm !l L ypm TR 0
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von R-Moduln, mit t(ay,...,a,—1) := (ai,...,am-1,0), T(ay,...,ay) := a,. Dabei
gilt
1 ist injektiv, 7 ist surjektiv, und ker(x) =im(1).

Man sagt auch, die Sequenz sei exakt. Wir wissen aus dem Induktionsanfang m = 1,
dass der Untermodul 7(U) C R von einem Element erzeugt wird; wir wiihlen einen
beliebigen solchen Erzeuger und schreiben diesen in der Form & = 7(u;) fiir ein
u; € U. Per Induktion ist zudem der Schnitt U Nim(t) als Untermodul eines freien
Moduls vom Rang m — 1 ein endlich erzeugter Modul, sei etwa U Nim(1) = Ruy +
-+++ Ru,,. Wir erhalten dann:

uelU = 3rr €R: 7w(u) =r-i
= drp € R: wlu—ru) =0
= Jr € R: u—ru; € UNker(r) = UNim(1)

— Ruy+---+Ru,
> Elrl,...,r,,GR: U—riuy = rpuy+---+ryuy,
= dri,...,ry €ER: u = riuy+---+ruuy,

=— u € Ruy+Ruy—+---+ Ru,.

Damit ist der Untermodul U C V = R™ endlich erzeugt und gleich dem Bild des
Modulhomomorphismus

©: R'"— R"  (r1,...,rq) & riup+---rply.

In den Standardbasen wird dieser Modulhomomorphismus dargestellt durch eine
Matrix
A € Mat(m x n,R) = Homg(R",R™).

Der Elementarteilersatz (4.3| liefert Basiswechselmatrizen S € GL,,(R),T € GL,(R)
mit

d;
sAT=| "4
und d; | di4; fiir alle i. Dann bilden
o die Vektoren v; :=S~!-¢; fiiri = 1,...,m eine Basis von V = R™,

+ die Vektoren d;-v; fiiri=1,...,r eine Basis von U =im(A) =S~ ' -im(S-A-T),
und somit ist die Existenzaussage a) des Satzes bewiesen.

Die Eindeutigkeitsaussage b) werden wir am Ende des néchsten Abschnitts durch
Betrachten von V /U folgern. Natiirlich werden wir bis dahin nur die Aussage a)
verwenden, sodass kein Zirkelschluf} vorliegt. O
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5 Moduln iiber Hauptidealringen

Die Eindeutigkeitsaussage im obigen Elementarteilersatz versteht man am besten
als Aussage iiber Quotientenmoduln. Das Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis
des folgenden Satzes, der eine vollstindige Beschreibung aller endlich erzeugten
Moduln iiber Hauptidealringen gibt:

Satz 5.1 (Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen).

a) Sei R ein Hauptidealring. Dann besitzt jeder endlich erzeugter R-Modul M die
Form

M ~ R ®R/d\RD---®R/dR

fiireinr e Nound dy,...,d, € R\ (R*U{0}) mit d; | diy1 fiir alle i.
b) Dabei sind r und die d; durch die obigen Eigenschaften eindeutig bestimmt. Wir

nennen
» r =1k(M) den Rang des Moduls M,
e dy,...,dy die Elementarteiler von M.

Beweis (der Existenzaussage a)). Per Definition von endlicher Erzeugtheit existiert
eine Darstellung

M = Rwi+---+Rw, fir geeignete wi,...,w, € M.

Eine solche Darstellung ist natiirlich nicht eindeutig. Wir wihlen sie beliebig und
erhalten einen surjektiven Homomorphismus

o: V:=R" > M, (a1,...,am) — apwi+-+amwnp

Nach dem Elementarteilersatz ist sein Kern ker(¢) C V als Untermodul eines
endlich erzeugten freien R-Moduls ebenfalls endlich erzeugt und frei, genauer liefert
der Satz einen Isomorphismus

fo VSR mit flker(@)) = D diR C éR = f(v),
i=1

i=1

wobei di,...,d; die Elementarteiler des Untermoduls ker(¢) C V seien und wir
zur Vereinfachung der Notation dy| = --- = d,, = 0 schreiben. Wir erhalten somit
Isomorphismen

M ~ V/ker(p)

1

(R®---®R)/(dIRD--- D dyuR)

m
B R/diR.
i=1

12
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Dabei haben wir im ersten Schritt den Homomorphiesatz fiir ¢, im zweiten Schritt
den Isomorphismus f und zuletzt die Vertriglichkeit von direkten Summen mit
Quotienten benutzt. Somit folgt die Existenzaussage a) des Satzes. ad

Es bleibt die Eindeutigkeitsaussage b) zu zeigen. Hierzu benétigen wir einige
allgemeine Konstruktionen:

Definition 5.2. Der Torsionsanteil eines R-Moduls M ist
Miors = {m EM‘ Ja ER\{O} :a-m:()} C M.

Man sieht leicht, dass es sich hierbei um einen Untermodul handelt. Wir definieren
den rorsionsfreien Anteil von M als

warei = M/Mtors~

Man sieht sofort anhand der Definition, dass fiir jeden Homomorphismus ¢ : M — N
von R-Moduln gilt:
(P(Mtors) g Ntors

Wir erhalten somit Homomorphismen
Qiors:  Mirs —> Nigrs, m — @(m),
Ofrei© Mpei — Npeis  [m] = [@(m)].
Wenn ¢ ein Isomorphismus ist, dann trivialerweise auch @y,,s und @p;.

Bemerkung 5.3. Im Gegensatz zum Torsionsanteil ist der torsionsfreie Anteil eines
Moduls im Allgemeinen kein Untermodul, sondern nur ein Quotient. Satz a)
zeigt zwar, dass tiber Hauptidealringen R jeder endlich erzeugte Modul isomorph ist
zu einer direkten Summe

. Mfrei ~ R’
M ~ MmrsEBMfrei mit
Mioys ~ R/d1R&®---®R/d(R,

aber die Einbettung My; — M ist dabei willkiirlich und es gibt keine Wahl, die mit
beliebigen Modulhomomorphismen kompatibel wire. Z.B. ist fir M = Z & Z /27
die Abbildung

¢: M =M, (a[b])— (a[a+b])

ein Isomorphismus von Moduln, aber sie bildet den freien Untermodul Z& {0} C M
nicht auf sich ab, und daran #ndert sich auch nichts, wenn wir diesen freien Modul
auf andere Weise einbetten (die Situation ist analog zur Wahl eines Komplementes
fiir einen gegebenen Untervektorraum eines Vektorraumes; auch dort gab es keine
kanonische Wahl und man sollte besser den Quotientenvektorraum betrachten). Im
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Gegensatz zur willkiirlichen Zerlegung als direkte Summe hingt jedoch die exakte
Sequenz
0 — Mg — M — Mp,; — 0

nur von dem gegebenen Modul ab, und das wird fiir unsere Zwecke geniigen.

Die obige Diskussion reduziert den Beweis der Eindeutigkeit im Struktursatz[5.]
im Wesentlichen auf den Fall freier Moduln und den Fall von Torsionsmoduln. Um
Torsionsmoduln zu behandeln, bendtigen wir etwas Vorarbeit.

Beispiel 5.4. Sei R ein Hauptidealring. Fiir beliebige Elemente a € R\ (R* U {0})
gilt dann
R/aR # R/aR & R/aR.

Dies folgt z.B.
a) im Fall R = Z durch Zihlen der Elemente dieser endlichen Gruppen.
b) im Fall R = K] durch Betrachten der Vektorraumdimension iiber K.

Um dasselbe iiber beliebigen Hauptidealringen R zu beweisen, verallgemeinern wir
die Vektorraumdimension:

Definition 5.5. Die Ldinge eines R-Moduls M ist das Supremum der Lingen aller
echt aufsteigenden Ketten von Untermoduln:

(M) = sup{{ € Ny | IUntermoduln0 C M; C --- C My =M} € NoU{eo}.

Fiir Vektorraume iiber Korpern stimmt die Lange mit der Dimension iiberein. Fiir
uns interessanter ist das Beispiel M = R/aR mit a € R\ {0}. Wir betrachten dazu
die Primfaktorzerlegung

a = g.p‘il ...pfln
mit Primfaktoren p; € R, einer Einheit € € R* und Exponenten ¢; € N. Wie im
Beweis des Elementarteilersatzes [.3] bezeichnen wir die Anzahl der auftretenden
Primfaktoren inclusive Vielfachheiten mit §(a) :=ej + -+ -+ ej,.

Lemma 5.6. Sei R ein Hauptidealring und a € R\ {0}. Der R-Modul M = R/aR
besitzt dann die Linge
M) = 8(a).

Beweis. Fiir jedes Ideal 1 C R mit aR C [ ist sein Bild unter 7 : R — R/aR ein
Untermodul
n(l) C R/aR = M,

und umgekehrt ist fiir jeden Untermodul U C M das Urbild I = 7~ (U) C R ein
Ideal. Die Lange von M ist also das Supremum der Lingen aller echt aufsteigenden
Ketten

aR=1hyC L <L C---CL, =R

=
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von Idealen. Da R ein Hauptidealring ist, konnen wir dabei I; = ;R mit a; € R
schreiben und die gesuchte Linge wird damit zum Supremum aller Lingen von
Folgen ay, ...,ay € R, sodass gilt:

* ap=a,und

* qa;,1 ist ein echter Teiler von g; fiir alle i.
Die maximale Léinge wird offenbar erreicht, wenn wir a;41 = a;/p; wiihlen fiir einen

Primfaktor p; | a;, solange es einen solchen Primfaktor gibt, solange also 8(a;) > 0
ist. Dann wird in jedem Schritt §(a;+1) = 6(a;) — 1. O

Um das Argument in Beispiel [5.4] zu vervollstindigen, miissen wir noch zeigen,
dass die Liange von Moduln additiv beziiglich direkter Summen ist. Das gilt nicht
nur fiir direkte Summen M = M’ & M" von R-Moduln, sondern sogar fiir beliebige
exakte Sequenzen:

Lemma 5.7 (Additivitiit der Linge von Moduln). Sei
0—M — M-S M —0

eine exakte Sequenz von R-Moduln, dann gilt {(M) = ¢(M") +¢(M").

Beweis. Fiir jede Kette von Untermoduln U; C U, C --- C M erhalten wir Ketten
von Untermoduln

unMm Ccu,nM' € - C M und wm(Uy) C w(Us) C - C M
und wegen M’ = ker(m) gilt dabei:
U =Uy; — U,'QM/ = U,u,.]ﬂMl und 7[(Ui) = 7[(Ui+1)

Jede echte Inklusion in einer aufsteigenden Kette von Untermoduln liefert somit
eine echte Inklusion in der induzierten Kette in M’ oder M"” und fiir das Supremum
der Lingen folgt £(M) < £(M’) + ¢(M"). Fiir die umgekehrte Ungleichung seien
beliebige Ketten

von Untermoduln gegeben. Wir setzen dann

U U} firl <i<r,
YUl m W, firr<i<r+s.

und erhalten eine aufsteigende Kette von Untermoduln Uy C U, C --- C M. Jede
strikte Inklusion in einer der beiden vorgegebenen Ketten gibt eine strikte Inklusion
in der zusammengesetzten Kette. Fiir das Supremum der Lingen solcher Ketten
folgt somit £(M) > £(M') + £(M") wie gewiinscht. 0
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Beispiel 5.8. In der in Beispiel [5.4] betrachteten Situation ist R/aR ® R/aR % R/aR,
denn
((RJaR®R/aR) = ((R/aR)+{(R/aR) > ((R/aR)

fiir jedes a € R\ (R* U {0}). Wir haben hierbei benutzt, dass isomorphe Moduln
die gleiche Linge besitzen miissen. Die Umkehrung dieser letzten Aussage ist nicht
richtig: Die Moduln

M = R/aR®R/aR und N = R/a’R

besitzen die gleiche Linge, sind aber nicht zueinander isomorph. Die letzte Aussage
folgt z.B. aus a-m = 0 fiir alle m € M und a - n # 0 fiir das Element n = [1] € N.

Um derartige Argumente zur Unterscheidung von Moduln zu verallgemeinern,
betrachten wir fiir R-Moduln M und a € R den Untermodul

a-M:={a-m|meM} C M.

Die folgende Beobachtung erlaubt es, per Induktion iiber die Zahl der auftretenden
Primfaktoren zu argumentieren:

Proposition 5.9. Sei R ein Hauptidealring, und sei p € R prim. Fiir a € R\ {0} gilt
dann

p-(R/aR) ~ R/bR mit b = {“ fiir p1a,
a/p fiirp|a.

Beweis. Der Modulhomomorphismus @ : R — p-(R/aR),m — p-[m] ist surjektiv
mit Kern

ker(p) = {c€R|pceaR}
= {c€R|3dER: pc=ad}
= {ceR|3d' €R: c=bd'} = bR,
wobei wir im vorletzten Schritt zwei Fille unterscheiden:

 ImFall ptabedeutet pc = ad, dass p | d ist, also c = bd’ mith=aund d' =d/p.
* Im Fall p | a bedeutet pc = ad, dass ¢ = bd' ist mitb =a/p und d' =d.

Nach dem Homomorphiesatz ist im(¢) ~ R/ker(¢), also sind wir fertig. O

Wir kénnen nun die Eindeutigkeit im Struktursatz[5.1|beweisen. Aus praktischen
Griinden numerieren wir die Elementarteiler um und lassen jetzt auch Einheiten zu,
wobei fiir d; € R* der Summand R/d;R = {0} trivial ist; damit kénnen wir am Ende
der Liste von Elementarteilern beliebige Einheiten erginzen:

Satz 5.10 (Eindeutigkeitssatz). Sei R ein Hauptidealring, und es gelte M ~ N fiir
zwei Moduln der Form
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M =R ®R/d\R®---®R/dR mit r € Ny, d; € R\ {0} und diy1 | d; fiir alle i,

N

R°®R/elR®--- DB R/eiR mit s € Ny, ¢; € R\ {0} und e; 1| | e, fiir alle i.

Dann ist r = s, und indem wir formal d; =1 fiir i > r und e; = 1 fiir i > [ setzen,
erhalten wir
diR = e;R fiirallei.

Beweis. Sei @ : M —— N ein Isomorphismus. Wir erhalten dann insbesondere einen
Isomorphismus
(Pfrei : Mfrei — ]vfrei-

Es folgt r = s, da nach Korollar[4.4] der Rang eines endlich erzeugten freien Moduls
eindeutig bestimmt ist. Es bleibt nur der Torsionsteil zu behandeln. Dazu betrachten
wir

Orors:  Miys = R/A\RD - ®R/dtR — Nypys = R/eiRD---DR/ejR.
Nach Lemma[5.6|und [5.7] gilt
(Mis) = 8(d)+ -+ 5(d),
U(Niors) = 6(er)+--+6(ey).

Da isomorphe Moduln gleiche Linge haben, miissen diese beiden Lingen gleich
sein. Wir wollen nun per Induktion iiber die Linge schlieBen. Der Fall der Linge
Null ist trivial, wir diirfen also annehmen, dass ein Primelement p € R mit p | d;
existiert. Wir betrachten dann den Isomorphismus

(ptOVS: thors ;> prOVS

Fiir a € R\ {0} schreiben wir kurz

;o a falls pta,
o a/p fallsp]a,

dann gilt nach Proposition 5.9
PMiors = R/diR@ T @R/dl/ch
PNiors = R/e\R®---®R/eIR.

Es gilt noch immer d;, | | 4] und €], , | ¢}, auch wenn fiir die neu erhaltene Liste von
Elementarteilern eventuell einige Einheiten am Ende der Liste hinzukommen. Wir
setzen

ko := max{i: p|d;},
lo == max{i: p|e}U{0}
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dann gilt fiir die Lingen der Moduln:

g(thors)
f(pNtors)

(Mtors) - kOa

=/
= E(Ntors) —lp.

Da isomorphe Moduln gleiche Linge haben, erhalten wir kg = ly. Per Induktion
iiber die Lénge folgt zudem d/ - R = €/ - R fiir alle i > 0 und damit die Behauptung
des Satzes, wobei wir die Listen der Elementarteiler zur Vereinfachung der Notation
formal fortsetzen durch d; | =d; , = =¢, =€}, == 1. O

Korollar 5.11. Sei R ein Hauptidealring. Dann sind fiir Matrizen A € Mat(m X n, R)
und ebenso fiir Untermoduln U C V = R™ die Elementarteiler in Satz[4.3| bzw.
bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimmt.

Beweis. Jeder Untermodul U C R™ eines endlich erzeugten freien Moduls hat die
Form

U={AveV|veR"} fireineMatrix A € Mat(mxn,R),

und umgekehrt erzeugen die Spalten jeder solchen Matrix einen Untermodul. Die
nicht-Einheiten unter den Elementarteilern von U C V bzw. von A sind genau die
Elementarteiler des Moduls M =V /U und somit sind sie nach Satz eindeutig
bestimmt bis auf Multiplikation mit Einheiten. Es bleibt daher nur noch zu zeigen,
dass die Gesamtzahl der unter den Elementarteilern von U C V bzw. A auftretenden
Einheiten ebenfalls eindeutig bestimmt ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass die Anzahl
der Elementarteiler von U C V eindeutig ist; aber diese Anzahl ist gleich der Linge
einer Basis des Untermoduls und als solche eindeutig nach Korollar a

Dieim Struktursatz auftretenden direkten Summanden der Form R/dR lassen
sich mittels des chinesischen Restsatzes weiter zerlegen. Dazu bendétigen wir eine
weitere Definition, die den Begriff des Torsionsuntermoduls verfeinert:

Definition 5.12. Sei M ein R-Modul und p € R ein Primelement. Dann bezeichnen
wir
M(p) = {meM|IneN: p"m=0} C M

als den p-Torsionsteil von M. Offenbar ist dieser ein Untermodul von My,s.

Wir wollen uns iiberlegen, dass im Fall von endlich erzeugten Moduln iiber
Hauptidealringen der gesamte Torsionsuntermodul My, zerfillt als eine endliche
direkte Summe seiner p-Torsionsteile und dass sich diese weiter zerlegen lassen in
direkte Summen von Moduln der Form R/ p®R fiir geeignete e € N:

Satz 5.13 (Verfeinerter Struktursatz). Sei R ein Hauptidealring,
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a) Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist
M~ R &M(p1)&- &M(pa)

fiir eindeutige r,n € Ny und paarweise nicht-assoziierte, bis auf Umordnen und
Multiplikation mit Einheiten eindeutige Primelemente p1,...,p, € R.

b) Dabei gilt

m;
M(p;) ~ @R/pf”R fiir eindeutige e;; € N mit e;; < ejp < --- Zejpy,.
Jj=1

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz einer solchen Zerlegung. Da die direkte
Summe von je endlich vielen Moduln der angegebenen Form offenbar wieder eine
solche Form besitzt, geniigt es nach dem Struktursatz den Spezialfall M = R/dR
mit d € R\ {0} zu behandeln. In diesem Fall folgt die Existenz der Zerlegung aus
dem Chinesischen Restsatz in Kapitel ??, Korollar ??: Genauer liefert dieser einen
Isomorphismus von Ringen

n
R/dR ~ D R/p{'R fiir die Primfaktorzerlegung d = u-p{'---pi

i=1

mit Primfaktoren p; € R, einer Einheit u € R* und Exponenten ¢; € N. Dieser ist
insbesondere ein Isomorphismus von R-Moduln, da die Modulstruktur auf beiden
Seiten von der Ringstruktur induziert ist.

Es bleibt die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen. Die Primelemente py,..., p, sind
bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt, denn fiir beliebige Primelemente p € R
gilt:

M(p) # {0} <= p ~ p;fireinie{l,...,n},

wobei ~ Assoziiertheit bedeutet. In der Tat:

* Wenn p ~ p; ist, gilt offenbar M(p) = M(p;) # 0.

* Wenn p ¢ p; ist, gilt fiir jedes e € N nach Bézout a.p +b.p§ = 1 mit a.,b. € R.
Dann ist
M(p:) — M(pi), m = p-m

ein Isomorphismus, und wenn dies fiir alle direkten Summanden M (p;) C M in
der Summe Myyps ~ M(p1) @ -+ ®M(py) gilt, ist Myprs — Mypps,im — p - m ein
Isomorphismus. In diesem Fall ist also M(p) = {0}.

Es bleibt zu zeigen, dass fiir jedes der Primelemente p; die Exponenten e;; € N in
der Zerlegung von M(p;) eindeutig bestimmt sind. Dies folgt aus der Eindeutigkeit
im Struktursatz|5.10} angewandt auf den Modul M(p;). O
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Die so gefundene Zerlegung ist optimal in dem Sinne, dass sie sich nicht weiter
verfeinern ldsst. Hierzu machen wir folgende

Definition 5.14. Ein R-Modul M heilit unzerlegbar, wenn es keine Zerlegung der
Form
M~MaoM'

mit zwei von Null verschiedenen R-Moduln M’ # {0} und M"” # {0} gibt.
g

Die im Satz erhaltenen Summanden lassen sich nicht weiter zerlegen, unser
Resultat ist also bestmoglich:

Korollar 5.15. Sei R ein Hauptidealring, p € R ein Primelement und e € N. Dann
ist der Modul
M = R/p°R unzerlegbar.

Beweis. Sei eine Zerlegung als direkte Summe M ~ M’ ® M" gegeben. Nach dem
verfeinerten Struktursatz gilt

M' ~ RT®R/p]'R®---®R/pfR

M" ~ ROR/p|RD---®R/p’R
mit geeigneten r,s € Ny, ¢; € N, b > a und Primelementen p; € R, wobei wir zur
Vereinfachung der Notation Mehrfachnennungen von Primelementen erlauben. Es
folgt

R/p°R=M =~ M &M" ~ R ®R/p|'R®---®R/p}’R

und somit r = s = 0 und b = 1 wegen der Eindeutigkeit in Satz[5.13] Insbesondere
erhalten wir daher wie gewiinscht M’ = {0} oder M" = {0}. 0

Wir haben in Bemerkung gesehen, dass der freie Anteil eines Moduls sich
im Allgemeinen auf verschiedene Weise als Untermodul einbetten lédsst. Auch die
feinere Zerlegung von M(p;) in unzerlegbare Teile in Satz b) ist nur eindeutig
bis auf Isomorphie. Im Gegensatz dazu sind die p-Torsionsuntermoduln M(p;) C M
eindeutig festgelegt und sehr einfach zu berechnen:

Korollar 5.16. Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R,
dann gilt:
a) Es ist Ann(Miors) :={a € R| a-Myyrs = {0} } = dR fiir eind € R\ {0}.
b) Fiir Primelemente p € R gilt M(p) # {0} genau dann, wenn p | d ist, und in
diesem Fall hat man

M(p) = ker(Mp—e>M) = q-Myys fiird=p°qmite € Nund p{q.

Beweis. Nach Satz diirfen wir annehmen, dass My,,s = @i EBT;I R/ pf” R mit
paarweise nicht-assoziierten Primelementen p; € R und Exponenten ¢;; € N ist, und
dann gilt
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Ann(My,) = () Ann(R/p;"R) = dR fir d = p{'---p
ij

wobei die Exponenten gegeben sind durch ¢; := max{e;; | j=1,2,...}.Ista € Rein
von Null verschiedenes Ringelement, so wissen wir aus dem Beweis von Satz[5.13]
dass die Abbildung

R/pfin — R/pfin, [x] — [ax]

im Fall p; { a ein Isomorphismus ist. Wihlen wir hier speziell @ = p prim, so sehen
wir erneut, dass M(p) # {0} nur dann gelten kann, wenn p ~ p; fiireini € {1,...,n}
ist. In diesem Fall ist

P = pi
d = p°-q mit e=e
q ~ Hk;éip]ik
In der Zerlegung
m; o my ers
Miors = M;&M] mit M; :== EPR/p;"R und M; := DEPR/p'R
j=1 ki j=1
operiert somit
e p¢ durch Null auf M; und durch einen Isomorphismus auf M{ ,
* g durch Null auf M und durch einen Isomorphismus auf M;.
Damit folgt die Behauptung. a

Zum AbschluB3 wollen wir die Resultate dieses Abschnitts im Fall R = Z kurz
zusammenfassen. Wir erhalten in diesem Fall eine Klassifikation von allen endlich
erzeugten abelschen Gruppen:

Korollar 5.17 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Sei G eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann ist

G =~ Z'xGix-xGy mit Gii=ZL/piLx - xL/p;" L

fiir
* ein eindeutiges r € N,
* paarweise verschiedene, bis auf Umnumerieren eindeutige Primzahlen p;,

* eindeutige m; € N und eindeutige Exponenten e;; € Nmit 1 < ejp <--- <ejpy,.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Fall R = Z des vorigen Satzes: Eine endliche
direkte Summe von Z-Moduln ist nichts anderes als ein endliches Produkt abelscher
Gruppen. a
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Beispiel 5.18. Sei p eine Primzahl. Jede endliche abelsche Gruppen der Ordnung p>
ist isomorph zu
Z/p*Z oder Z/pZ x1Z]pZ,

und diese beiden Gruppen sind nicht isomorph zueinander. Andererseits gibt es fiir
jede Primzahl g # p bis auf Isomorphie genau eine endliche abelsche Gruppe der
Ordnung pg, nimlich

Z/pqZ ~ Z]pZ xZ]qZ.

Beispiel 5.19. Fiir endliche Gruppen wissen wir aus dem Satz von Lagrange, dass
die Ordnung jeden Gruppenelementes ein Teiler der Gruppenordnung ist. Analog
zum Minimalpolynom eines Endomorphismus definieren wir den Exponent einer
multiplikativ geschriebenen endlichen Gruppe G durch

e(G) :==min{neN|VgeG: ¢"=1}.

Der Exponent ist immer ein Teiler der Gruppenordnung. Fiir additiv geschriebene
abelsche Gruppen

G~ GixxG, mit G =ZL/p{'Lx-L/p;""L

sind die Ordnung und der Exponent gegeben durch

noom;
|G| = H le = pi'-p mit e; = ejj +-+em,
i=1 j=
e(G) = kgV{pl”} = p’fl o pln mit d; = max{e;,...,em,}-

Beispielsweise ist die Gruppe G zyklisch genau dann, wenn |G| = ¢(G) ist.
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